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SUMMARY 
T h i s t h e s i s p r e s e n t s a m e t h o d o f o b t a i n i n g u p p e r a n d 
l o w e r b o u n d s f o r t h e d i r e c t a n d I n v e r s e I n f l u e n c e c o e f f i ­
c i e n t s o f a t h i n h e m i s p h e r i c a l s h e l l o f c o n s t a n t t h i c k n e s s 
w i t h a h o l e a t t h e a p e x . T h e s h e l l c o n s i d e r e d i s s t r e s s e d 
b y a u n i f o r m l y d i s t r i b u t e d s h e a r i n g f o r c e H Q a n d b e n d i n g 
m o m e n t M 0 a p p l i e d t o t h e e q u a t o r i a l e d g e . T h e u p p e r e d g e , 
s u r r o u n d i n g t h e h o l e a t t h e a p e x , i s f r e e . T h e l o a d e d e d g e 
o f t h e s t r e s s e d s h e l l u n d e r g o e s a h o r i z o n t a l d i s p l a c e m e n t u 0 
a n d a r o t a t i o n y 3 0 . T h e r e l a t i o n s b e t w e e n t h e a p p l i e d 
s t r e s s e s a n d t h e r e s u l t i n g d i s p l a c e m e n t s a r e a s s u m e d l i n e a r , 
a n d t h e s e r e l a t i o n s d e f i n e t h e I n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s , a s 
f o l l o w s . 
u o = - c u H H o + c u M M o 
^o = o^j j H 0 - c m M Q 
H o r " k u H u o " K / 3 H fto 
M o = - k u M u o - K / 3 M /3o 
T h e c o e f f i c i e n t s c a r e c a l l e d t h e " d i r e c t I n f l u e n c e c o e f f i ­
c i e n t s ; M t h e c o e f f i c i e n t s k a r e c a l l e d t h e " i n v e r s e i n ­
f l u e n c e c o e f f i c i e n t s . " A n e x a c t d e t e r m i n a t i o n o f t h e s e 
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i n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s f o r t h e s h e l l u n d e r c o n s i d e r a t i o n 
h a s n o t y e t b e e n a c c o m p l i s h e d b e c a u s e o f t h e d i f f i c u l t y o f 
s o l v i n g t h e r e l e v a n t d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s . 
T h e d e r i v a t i o n o f t h e b o u n d s o n t h e i n f l u e n c e c o e f f i ­
c i e n t s i s b a s e d o n t h e m i n i m u m p r i n c i p l e s o f t h e t h e o r y o f 
e l a s t i c i t y . S u i t a b l e b o u n d a r y - v a l u e p r o b l e m s a r e f o r m u l a t e d 
a n d b o u n d s a r e o b t a i n e d f o r c e r t a i n q u a d r a t i c f o r m s . T h e s e 
b o u n d s a r e i n t e g r a l f u n c t i o n a l s w h o s e a r g u m e n t f u n c t i o n s 
( t h e c o m p a r i s o n f u n c t i o n s o f t h e p e r t i n e n t v a r i a t i o n a l p r o b ­
l e m ) r e p r e s e n t s t r e s s e s a n d d i s p l a c e m e n t s o f t h e d i s t o r t e d 
h e m i s p h e r i c a l s h e l l . A m e t h o d i s t h e n p r e s e n t e d f o r o b t a i n ­
i n g u p p e r a n d l o w e r b o u n d s o n t h e i n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s 
f r o m t h e b o u n d s p r e v i o u s l y o b t a i n e d f o r t h e q u a d r a t i c f o r m s . 
B y a s u i t a b l e s e l e c t i o n o f t h e f u n c t i o n s r e p r e s e n t i n g t h e 
v a r i e d q u a n t i t i e s , t h i s m e t h o d m a k e s p o s s i b l e t h e c a l c u l a ­
t i o n o f n u m e r i c a l b o u n d s f o r e a c h i n f l u e n c e c o e f f i c i e n t o f a 
h e m i s p h e r i c a l s h e l l w i t h k n o w n p h y s i c a l c h a r a c t e r i s t i c s . 
T h e a b o v e t e c h n i q u e s a r e i l l u s t r a t e d b y a n u m e r i c a l 
e x a m p l e i n v o l v i n g a h e m i s p h e r i c a l s h e l l w i t h a s i x t y - d e g r e e 
a p i c a l h o l e . U p p e r a n d l o w e r b o u n d s a r e c a l c u l a t e d f o r t h e 
t w o d i r e c t i n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s , c u H a n d c ^ M . T h e b o u n d s 
o b t a i n e d i n d i c a t e t h a t t h e i n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s o f t h e 
p a r t i c u l a r h e m i s p h e r i c a l s h e l l c o n s i d e r e d a r e a p p r o x i m a t e l y 
e q u a l t o t h e k n o w n i n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s o f t h e s e m i -
i n f i n i t e c y l i n d r i c a l s h e l l o f t h e s a m e r a d i u s a n d w a l l 
t h i c k n e s s . 
v i i 
T h e t e c h n i q u e s d e s c r i b e d o f f e r a m e t h o d o f d e t e r ­
m i n i n g b o u n d s o n t h e I n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s o f a h e m i s p h e r ­
i c a l s h e l l o f c o n s t a n t t h i c k n e s s w i t h a n a p i c a l h o l e o f 
a r b i t r a r y s i z e . T h e b o u n d s m a y b e d e t e r m i n e d t o a n y d e s i r e d 
d e g r e e o f a c c u r a c y . H o w e v e r , t h e l a b o r r e q u i r e d t o o b t a i n 
t h e m i s c o n s i d e r a b l e ; a n d f u r t h e r s t u d y c o u l d p r o f i t a b l y 
b e d e v o t e d t o r e d u c t i o n o f t h e n u m e r i c a l c o m p l e x i t i e s i n ­
v o l v e d . I t w o u l d a l s o b e u s e f u l t o c o n f i r m o r d i s p r o v e t h e 
c o n j e c t u r e t h a t t h e I n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s o f a t h i n h e m i ­
s p h e r i c a l s h e l l w i t h a n a p i c a l h o l e o f r e a s o n a b l e s i z e ( s a y , 
o n e h u n d r e d t w e n t y d e g r e e s o r l e s s ) a r e c l o s e l y a p p r o x i m a t e d 
i n a l l c a s e s b y t h e i n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s o f t h e s e m i -
i n f l n l t e c y l i n d r i c a l s h e l l o f t h e s a m e r a d i u s . 
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CHAPTER I 
I N T R O D U C T I O N 
T h i s t h e s i s p r e s e n t s t h e e x t e n s i o n t o h e m i s p h e r i c a l 
s h e l l s o f a t e c h n i q u e p r e v i o u s l y u s e d b y R e l s s n e r a n d S l e d d 
[1,5] t o d e t e r m i n e b o u n d s o n t h e i n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s o f 
c i r c u l a r c y l i n d r i c a l s h e l l s . W h e r e a s t h e o r i g i n a l p r e s e n ­
t a t i o n d e a l t w i t h p r o b l e m s o f t h i n c i r c u l a r c y l i n d r i c a l 
s h e l l s o f v a r i a b l e w a l l t h i c k n e s s , we a r e h e r e c o n c e r n e d 
w i t h t h e s t u d y o f a t h i n h e m i s p h e r i c a l s h e l l o f c o n s t a n t 
t h i c k n e s s w i t h a c i r c u l a r o p e n i n g a t t h e a p e x . 
T h e h e m i s p h e r i c a l s h e l l c o n s i d e r e d i s s t r e s s e d b y t h e 
a p p l i c a t i o n t o t h e e q u a t o r i a l e d g e o f a u n i f o r m l y d i s t r i ­
b u t e d s h e a r i n g f o r c e H 0 a n d b e n d i n g m o m e n t M 0 . T h e e d g e 
w h i c h s u r r o u n d s t h e o p e n i n g a t t h e a p e x i s f r e e . U n d e r t h e 
I n f l u e n c e o f t h e f o r c e a n d t h e m o m e n t , t h e s h e l l s u f f e r s a 
d e f o r m a t i o n . I n p a r t i c u l a r , t h e e d g e a l o n g w h i c h H 0 a n d M Q 
a r e a p p l i e d u n d e r g o e s a h o r i z o n t a l d i s p l a c e m e n t u 0 a n d a 
r o t a t i o n y3 0 ( F i g . l ) . We a s s u m e t h a t t h e s t r e s s e s H 0 a n d 
M 0 a r e l i n e a r l y r e l a t e d t o t h e r e s u l t i n g d e f l e c t i o n s u 0 a n d 
S 3 0 . T h u s 
~
 c u H H o + c u M M o » (1) 
Figure 2« Middle Surface of Shell. 
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fio =
 Cm H o " C/3M M o , 
o r 
H o = - k U H u o " k / 3 H A> > ( 2 ) 
T h e c o e f f i c i e n t s c a r e c a l l e d t h e d i r e c t I n f l u e n c e c o e f f i ­
c i e n t s a n d t h e c o e f f i c i e n t s k a r e c a l l e d t h e i n v e r s e i n f l u ­
e n c e c o e f f i c i e n t s . T h e c h o i c e o f s i g n s i s s u c h t h a t c a n d k 
a r e p o s i t i v e . 
A n e x a c t d e t e r m i n a t i o n o f t h e I n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s 
f o r t h e h e m i s p h e r i c a l s h e l l h a s n o t y e t b e e n a c c o m p l i s h e d 
b e c a u s e o f t h e d i f f i c u l t y o f i n t e g r a t i n g t h e r e l e v a n t d i f ­
f e r e n t i a l e q u a t i o n s . H e r e w e p r e s e n t a m e t h o d w h i c h w i l l 
p r o v i d e u p p e r a n d l o w e r b o u n d s f o r t h e s e c o e f f i c i e n t s . 
I n C h a p t e r I I t h e r e i s a b r i e f s u m m a r y o f t h e b a s i c 
p h y s i c a l a n d g e o m e t r i c a l r e l a t i o n s h i p s I n v o l v e d I n t h e s t u d y 
o f t h i n h e m i s p h e r i c a l s h e l l s o f c o n s t a n t t h i c k n e s s . C h a p t e r 
I I I c o n t a i n s s t a t e m e n t s o f t h e p r i n c i p l e s o f m i n i m u m c o m p l e ­
m e n t a r y e n e r g y a n d m i n i m u m p o t e n t i a l e n e r g y . T h e p r i n c i p l e s 
a r e p r o v e n f o r t h e p a r t i c u l a r c a s e s w h i c h a r e c o n s i d e r e d . 
A p p l i c a t i o n o f t h e s e m i n i m u m p r i n c i p l e s o f e l a s t i c i t y p r o ­
v i d e s f o u r i n e q u a l i t i e s f r o m w h i c h we e x t r a c t u p p e r a n d 
l o w e r b o u n d s f o r t h e f o u r d i r e c t I n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s a n d 
t h e f o u r i n v e r s e I n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s . T h u s , i n C h a p t e r 
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I V , we e x h i b i t s i x t e e n b o u n d s , e a c h o f w h i c h a s s u m e s t h e 
f o r m o f a n i n t e g r a l f u n c t i o n a l . E i g h t o f t h e s e f u n c t i o n a l s 
p o s s e s s a r g u m e n t f u n c t i o n s r e p r e s e n t i n g " v a r i e d " s t a t e s o f 
s t r e s s o f t h e h e m i s p h e r i c a l s h e l l . T h e r e m a i n i n g e i g h t 
f u n c t i o n a l s h a v e a r g u m e n t f u n c t i o n s r e p r e s e n t i n g " v a r i e d " 
s t a t e s o f t h e d i s p l a c e m e n t s o f t h e d i s t o r t e d h e m i s p h e r i c a l 
s h e l l . T h e s e " v a r i e d " s t r e s s e s a n d d i s p l a c e m e n t s a r e t h e 
a d m i s s i b l e c o m p a r i s o n f u n c t i o n s o f t h e p e r t i n e n t v a r i a t i o n a l 
p r o b l e m s . T h e a c t u a l s t r e s s e s a n d d i s p l a c e m e n t s o f t h e 
s h e l l , a l t h o u g h u n k n o w n , a r e I n c l u d e d i n t h e d o m a i n o f 
a d m i s s i b l e c o m p a r i s o n f u n c t i o n s , a n d r e p r e s e n t t h e e x t r e m a l 
a r g u m e n t f u n c t i o n s . I f I n t r o d u c e d i n t h e s e v e r a l i n t e g r a l 
f u n c t i o n a l s , t h e a c t u a l s t r e s s e s a n d d i s p l a c e m e n t s w o u l d 
y i e l d t h e e x a c t v a l u e s o f t h e I n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s , t h e 
u p p e r b o u n d f o r e a c h c o e f f i c i e n t c o i n c i d i n g w i t h t h e l o w e r 
b o u n d . H o w e v e r , e x p r e s s i o n s f o r t h e a c t u a l s t r e s s e s a n d 
d i s p l a c e m e n t s a r e n o t a v a i l a b l e , a n d t h e p r o b l e m b e c o m e s 
t h e f o l l o w i n g : t o f i n d a n a r g u m e n t f u n c t i o n f o r e a c h I n t e ­
g r a l f u n c t i o n a l s u c h t h a t t h i s a r g u m e n t f u n c t i o n l i e s i n t h e 
d o m a i n o f a d m i s s i b l e c o m p a r i s o n f u n c t i o n s a n d a l s o a p p r o x i ­
m a t e s s u f f i c i e n t l y w e l l t h e e x t r e m a l a r g u m e n t o f t h e p e r t i ­
n e n t v a r i a t i o n a l p r o b l e m s . W h e n s u c h a r g u m e n t f u n c t i o n s 
a r e f o u n d a n d i n t r o d u c e d i n t o t h e i n t e g r a l f u n c t i o n a l s , 
t h e v a l u e o f e a c h i n t e g r a l f u n c t i o n a l i s r e l a t i v e l y c l o s e 
t o t h e e x a c t v a l u e o f t h e i n f l u e n c e c o e f f i c i e n t i t b o u n d s . 
T h e n t h e a v e r a g e v a l u e o f t h e u p p e r b o u n d a n d t h e l o w e r 
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b o u n d f o r a n i n f l u e n c e c o e f f i c i e n t i s a p p r o x i m a t e l y t h e t r u e 
v a l u e , a n d t h e m a x i m u m e r r o r d o e s n o t e x c e e d h a l f t h e d i f ­
f e r e n c e b e t w e e n t h e b o u n d s . 
C h a p t e r V p r e s e n t s a n u m e r i c a l e x a m p l e b a s e d o n a 
h e m i s p h e r i c a l s h e l l w i t h c e r t a i n s p e c i f i e d e l a s t i c a n d g e o ­
m e t r i c p r o p e r t i e s . U p p e r a n d l o w e r b o u n d s a r e c a l c u l a t e d 
f o r t w o o f t h e d i r e c t i n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s , cujj a n d 
T h e c h o i c e o f t h e a r g u m e n t f u n c t i o n s i n t h e n u m e r i c a l e x a m ­
p l e w a s f a c i l i t a t e d b y t w o o b s e r v a t i o n s : ( 1 ) t h a t a h e m i ­
s p h e r i c a l s h e l l g e o m e t r i c a l l y a p p r o x i m a t e s a c i r c u l a r c y l i n ­
d r i c a l s h e l l i n t h e v i c i n i t y o f i t s e q u a t o r i a l e d g e a n d ( 2 ) 
t h a t t h e k n o w n c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e s e m i - i n f i n i t e c i r c u l a r 
c y l i n d r i c a l s h e l l i n d i c a t e t h a t f o r c e s a n d m o m e n t s a p p l i e d 
t o a n e d g e w i l l p r o d u c e a p p r e c i a b l e d e f o r m a t i o n s o n l y i n t h e 
r e g i o n n e a r t h a t e d g e . T h u s , i t w a s a s s u m e d t h a t t h e k n o w n 
e x p r e s s i o n s f o r t h e d i s p l a c e m e n t s o f t h e s t r e s s e d s e m i -
i n f i n i t e c i r c u l a r c y l i n d r i c a l s h e l l w o u l d b e a r e a s o n a b l e 
a p p r o x i m a t i o n o f t h e d i s p l a c e m e n t s o f t h e t h i n h e m i s p h e r i c a l 
s h e l l . I n t r o d u c t i o n o f t h e s e e x p r e s s i o n s i n t o t h e a p p r o ­
p r i a t e I n t e g r a l f u n c t i o n a l s p r o d u c e d t h e b o u n d s s h o w n b e l o w , 
w h e r e e a c h b o u n d i s e x p r e s s e d a s t h e p r o d u c t o f a n u m e r i c 
b y t h e c o r r e s p o n d i n g i n f l u e n c e c o e f f i c i e n t o f t h e s e m l -
l n f l n l t e c y l i n d r i c a l s h e l l : 
0 . 9 5 0 ( a 3 / 2 D A 3 ) ^ e „ * 1 . 0 1 6 ( a 3 / 2 D A 3 ) , ( 3 ) 
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0 . 9 8 3 ( a / D A ) <
 C / S > M * 1 . 0 0 0 ( a / D A ) . 
F r o m t h e s e r e s u l t s I t I s e v i d e n t t h a t t h e I n f l u e n c e c o e f f i ­
c i e n t s c u y a n d c ^ o f t h e p a r t i c u l a r h e m i s p h e r i c a l s h e l l 
c o n s i d e r e d c a n b e a p p r o x i m a t e d b y 0 . 9 8 3 o f t h e c o r r e s p o n d i n g 
I n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s o f t h e s e m i - i n f i n i t e c y l i n d r i c a l 
s h e l l a n d t h a t t h e e r r o r i n e a c h a p p r o x i m a t i o n w i l l b e l e s s 
t h a n 3 . 5 p e r c e n t . 
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CHAPTER I I 
P H Y S I C S OF THE PROBLEM 
I n t h i s c h a p t e r t h e p h y s i c a l q u a n t i t i e s o f t h e 
p r o b l e m t o b e c o n s i d e r e d a r e d e f i n e d . T h e b a s i c e q u a t i o n s 
r e l a t i n g t h e s e q u a n t i t i e s i n t h e c a s e o f t h e h e m i s p h e r i c a l 
s h e l l o f c o n s t a n t t h i c k n e s s a r e t h e n s u m m a r i z e d . T h e s e 
e q u a t i o n s a r e a s p e c i a l c a s e o f e q u a t i o n s p r e v i o u s l y d e r i v e d 
b y R e i s s n e r [ 2 ] f o r t h e g e n e r a l s h e l l o f r e v o l u t i o n . 
1 . D e f i n i t i o n s a n d n o t a t i o n . — A p o i n t o n t h e u n d l s t o r t e d 
m i d d l e s u r f a c e o f a h e m i s p h e r i c a l s h e l l c a n b e l o c a t e d b y 
s p e c i f y i n g t h e r a d i u s a o f t h e m i d d l e s u r f a c e , t h e p o l a r 
a n g l e 6 , a n d t h e l a t i t u d e B> ( F i g . 2 ) . T h e t h i c k n e s s h o f 
t h e s h e l l I s c o n s t a n t . 
T h e s t a t e o f s t r e s s o f t h e s h e l l i s d e s c r i b e d b y 
s p e c i f y i n g t h e s t r e s s r e s u l t a n t s , N e , H a n d t h e s t r e s s 
c o u p l e s M ^ a n d M e ( F i g . 3 ) . T h e s t r e s s e d m i d d l e s u r f a c e 
o f t h e s h e l l u n d e r g o e s a d e f o r m a t i o n , s p e c i f i e d b y t h e h o r i ­
z o n t a l d e f l e c t i o n u a n d b y t h e r o t a t i o n /3 o f t h e m e r i d i a n . 
T h e s e d e f l e c t i o n s , u a n d /3 , g i v e r i s e t o a c i r c u m f e r e n t i a l 
s t r a i n e e , a m e r i d i o n a l s t r a i n , a c h a n g e i n c i r c u m ­
f e r e n t i a l c u r v a t u r e K e , a n d a c h a n g e i n m e r i d i o n a l c u r v a ­
t u r e K g . 
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N 5 
FIGURE 3 . STRESS RESULTANTS AND STRESS COUPLES 
ACTING ON AN ELEMENT OF THE SHELL. 
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T h e e l a s t i c p r o p e r t i e s o f t h e m a t e r i a l c o m p o s i n g t h e 
s h e l l e n t e r i n t o t h e b a s i c e q u a t i o n s t h r o u g h t h e f o l l o w i n g 
q u a n t l t i e s : 
C = E h , ( 4 ) 
D = E h 3 / I 2 ( l - u 2 ) , 
A 2 = V3^ ~ »2) ( a / h ) • 
I n t h e s e r e l a t i o n s h i p s E a n d D a r e Y o u n g ' s m o d u l u s a n d 
P o i s s o n ' s r a t i o o f t h e m a t e r i a l . 
2» B a s i c e q u a t i o n s . — S i n c e t h e r e a r e n o d i s t r i b u t e d s u r f a c e 
l o a d s o n t h e h e m i s p h e r i c a l s h e l l , t h e s t r e s s r e s u l t a n t s a n d 
c o u p l e s m u s t s a t i s f y t h e t h r e e e q u i l i b r i u m e q u a t i o n s ; 
N % = - H s i n g , , ( 5 ) 
N© = (H c o s E ) ' , ( 6 ) 
( M s c o s E ) ' + M e s i n & + aH c o s 2 £ = 0 , ( 7 ) 
w h e r e a p r i m e ( ' ) i n t h e s e e q u a t i o n s a n d l a t e r o n e s i n d i ­
c a t e s d i f f e r e n t i a t i o n w i t h r e s p e c t t o g, . 
We a s s u m e t h a t t h e d e f o r m a t i o n s d u e t o t r a n s v e r s e 
s h e a r a n d n o r m a l s t r e s s e s a r e n e g l i g i b l e , a n d t h e f o l l o w i n g 
s t r e s s - s t r a i n r e l a t i o n s t h e n a p p l y . 
1 0 
% = ( N ^ - UVIQ ) / C ( 8 ) 
SE = ( N e - N g ) / C ( 9 ) 
% = ( M g - ^ M e ) / D ( l - V 2 ) ( 1 0 ) 
K 0 = ( M e - ^ M g ) / D ( l - V2) ( 1 1 ) 
I f t h e s t r a i n s a r e e x p r e s s e d I n t e r m s o f t h e d i s ­
p l a c e m e n t s u a n d ft, t h e n f o u r a d d i t i o n a l r e l a t i o n s h i p s 
r e s u l t . 
( a s i n = - u ' + a / 3 c o s g ( 1 2 ) 
( a c o s E )e© r u ( 1 3 ) 
a K g = ft1 ( 1 4 ) 
( a c o s c f ) K e = - ft s l n S ( 1 5 ) 
T h e s e e q u a t i o n s g i v e r i s e t o t h e t w o c o m p a t i b i l i t y e q u a t i o n s : 
( e e c o s g ) ' + € s s l n g = FTZOAG, , ( 1 6 ) 
+ ( K e c o t f t ) ' = 0 . ( 1 7 ) 
T h e a p p l i c a t i o n o f t h e u n i f o r m l y d i s t r i b u t e d s h e a r i n g 
f o r c e H 0 a n d b e n d i n g m o m e n t M 0 t o t h e e q u a t o r i a l e d g e ( B = 0 ) 
o f t h e h e m i s p h e r i c a l s h e l l a n d t h e a b s e n c e o f s t r e s s e s 
1 1 
a l o n g t h e t o p e d g e ( H - ^ i ) i m p l y t h e f o l l o w i n g b o u n d a r y 
c o n d i t i o n s . 
5 = 0 : H = H 0 , M R = M 0 ( 1 8 ) 
g*g , : H = M § r 0 ( 1 9 ) 
A l t e r n a t e l y , t h e c o n d i t i o n s a t t h e e q u a t o r i a l e d g e c a n b e 
d e s c r i b e d b y s p e c i f y i n g t h e l i n e a r a n d a n g u l a r d i s p l a c e ­
m e n t s t h e r e . 
S| = 0 : u = u 0 , FI -- /30 ( 2 0 ) 
T h e s t r a i n e n e r g y s t o r e d i n t h e d e f o r m e d h e m i s p h e r i ­
c a l s h e l l i s d e s i g n a t e d b y a n d a s s u m e s t h e f o r m : 
^ S T R = ( l / 2 ) a 2 7 o JO ( e R N e ^ e N s + K g M E ( 2 1 ) 
+ K e M e ) ( c o 8 ^ ) d e d } s . 
T h i s e x p r e s s i o n m a y b e t r a n s f o r m e d b y s u b s t i t u t i n g t h e 
e q u i v a l e n t s o f K ^ , € e , a n d N 0 a s g i v e n b y ( 6 ) , ( 1 3 ) , a n d 
( 1 4 ) i n t o ( 2 1 ) a n d p e r f o r m i n g a n i n t e g r a t i o n b y p a r t s . U s e 
o f t h e e q u i l i b r i u m e q u a t i o n ( 7 ) t h e n g i v e s : 
( 2 2 ) 
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A l t e r n a t e f o r m s o f T"* _ a r i s i n g f r o m s i m p l e s u b s t i t u t i o n s 
S T R 
a r e 
o r 
T T S T R = T t a 2 ^ ' [ ( % 2 - 2 j j N 6 N R (23) 
4 N 6 2 ) / C + ( I % 2 - 2 u M e M ^ 
+ M 8 2 ) / D ( l - > - > 2 ) ] c o s g d g , , 
^STR = ' [ ( € s f +
 2xJ6&ee (24) 
+ 6 e 2 ) C / ( l - D 2 ) + D ( K ^ 2 
+ 2 i ) K s K 0 + K 9 2 ) ] c o s £ d c ? 
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CHAPTER I I I 
D E R I V A T I O N OF THE B A S I C I N E Q U A L I T I E S 
T h e p r i n c i p l e s o f m i n i m u m c o m p l e m e n t a r y a n d m i n i m u m 
p o t e n t i a l e n e r g y a r e n o w a p p l i e d t o s u i t a b l e b o u n d a r y - v a l u e 
p r o b l e m s . T h e r e s u l t s we s e e k a r e f o u r b a s i c i n e q u a l i t i e s . 
I n t h e n e x t c h a p t e r t h e s e f o u r i n e q u a l i t i e s y i e l d u p p e r a n d 
l o w e r b o u n d s f o r t h e d i r e c t a n d i n v e r s e i n f l u e n c e c o e f f i ­
c i e n t s . T h e f o l l o w i n g p r o b l e m s a r e c o n s i d e r e d I n o r d e r . 
C a s e 1 . M i n i m u m c o m p l e m e n t a r y e n e r g y 
g = 0 , H = H 0 , M^ = M 0 
H - M ^ - 0 
C a s e 2 . M i n i m u m p o t e n t i a l e n e r g y 
5 = 0 , H = H 0 , Un = M Q 
5 * cf,, H = M ^ = 0 
C a s e 3 . M i n i m u m p o t e n t i a l e n e r g y 
5 =
 ° , u = u 0 , ft = / S 0 
3 = If,, H = M ^ 0 
C a s e 4 . M i n i m u m c o m p l e m e n t a r y e n e r g y 
3 = 0 , u - u 0 , /3 * / 3 0 
5 = S , f H = M g = 0 
C a s e s 1 a n d 2 f u r n i s h u p p e r a n d l o w e r b o u n d s f o r t h e d i r e c t 
i n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s ; C a s e s 3 a n d 4 f u r n i s h u p p e r a n d 
1 4 
( 2 5 ) 
( 2 6 ) 
( 2 7 ) 
l o w e r b o u n d s f o r t h e i n v e r s e I n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s . 
C a s e 1 . M i n i m u m C o m p l e m e n t a r y E n e r g y ; S t r e s s B o u n d a r y 
C o n d i t i o n s 
S t a t e m e n t o f t h e p r i n c i p l e o f m i n i m u m c o m p l e m e n t a r y e n e r g y . -
L e t , N @ , Mg , M e b e t h e a c t u a l s t r e s s e s p r e s e n t i n t h e 
d e f o r m e d h e m i s p h e r i c a l s h e l l . T h e n t h e s e s t r e s s e s s a t i s f y 
t h e b a s i c r e l a t i o n s a n d t h e s t r e s s b o u n d a r y c o n d i t i o n s 
s p e c i f i e d b e l o w . 
a . E q u i l i b r i u m e q u a t i o n s 
Njg = " H s i n g 
N e = (H c o s S ) ' 
(M§ c o s g ) 1 + M e s l n E + a H c o s 2 g = 0 
b . S t r e s s - d i s p l a c e m e n t r e l a t i o n s 
( ~ u ( + a / o c o s g ) / ( a s l n ^ , ) ( 2 8 ) 
= ( N ^ - i) N 9 ) / C 
u/(a c o s a) = ( N e - ^ N g ) / C ( 2 9 ) 
£ 8 / a = ( M a - i > M e ) / D ( l ~ D 2 ) ( 3 0 ) 
- ( / 2 > e i n&)/(a c o s a , ) ( 3 1 ) 
= (Me - ^ M ^ ) / D ( l - V2) 
1 5 
c . C o m p a t i b i l i t y e q u a t i o n s 
( e e c o 8 g ) « -+• e a s i n g , = ft c o s g , ( 3 2 ) 
+ ( K e c o t 5 ) f = 0 , ( 3 3 ) 
w h e r e t h e s t r a i n s a r e d e f i n e d b y e q u a t i o n s ( 1 2 ) t h r o u g h ( 1 5 ) . 
d . B o u n d a r y c o n d i t i o n s 
H ( 0 ) = H Q , M f t ( 0 ) = M Q ( 3 4 ) 
H(S.) = M (^5.) = 0 ( 3 5 ) 
L e t , N e , , M e b e t h e v a r i e d s t r e s s e s s a t i s ­
f y i n g t h e e q u i l i b r i u m e q u a t i o n s a n d t h e ( s t r e s s ) b o u n d a r y 
c o n d i t i o n s . 
a . E q u i l i b r i u m e q u a t i o n s 
N g = » H s i n e ( 3 6 ) 
N e = (H c o s A) 1 K ( 3 7 ) 
( M g c o s g ) ' + M Q s i n g , + a l c o s 2 g = 0 ( 3 8 ) 
b . B o u n d a r y c o n d i t i o n s 
5(0) = H Q , M { * ( 0 ) = M Q ( 3 9 ) 
1 6 
H ( § . ) = M f t ( f e , ) = 0 ( 4 0 ) 
We n o t e t h a t e q u a t i o n ( 3 6 ) o f f e r s a d e f i n i t i o n o f t h e v a r i e d 
s t r e s s H i n t e r m s o f N g , a n d a s s u r e s t h e c o n t i n u i t y o f H 
( e x c e p t p e r h a p s a t ^ = 0 ) i f w e a s s u m e c o n t i n u i t y o f t h e 
v a r i e d s t r e s s N g . 
L e t t h e v a r i a t i o n s o f t h e s t r e s s e s b e d e f i n e d a s 
f o l l o w s ? 
H = N g - Njjp , ( 4 1 ) 
n e = N e - N G , 
S g = M i * " M £ • 
s e = M e " M e • 
I f t h e v a r i e d s t r e s s e s a r e e x p r e s s e d i n t e r m s o f t h e a c t u a l 
s t r e s s e s a n d t h e s t r e s s v a r i a t i o n s a n d a r e t h e n i n t r o d u c e d 
i n t o e q u a t i o n s ( 3 6 ) t h r o u g h ( 4 0 ) , t h e f o l l o w i n g r e l a t i o n * -
s h i p s r e s u l t . 
a . E q u i l i b r i u m e q u a t i o n s 
= - h s l n £ ( 4 2 ) 
n e = ( h c o s a , ) ' ( 4 3 ) 
( I g r c o s g ) • + m e s i n g + a h c o s 2 g | = 0 ( 4 4 ) 
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b . B o u n d a r y c o n d i t i o n s 
h ( 0 ) = m E ( 0 ) = h(ft,) = mR(fe,) = 0 ( 4 5 ) 
A g a i n t h e e q u i l i b r i u m e q u a t i o n ( 4 2 ) d e f i n e s t h e v a r i a t i o n h . 
I f c o n t i n u i t y i s a s s u m e d f o r t h e v a r i e d s t r e s s e s , t h e n 
e q u a t i o n ( 4 1 ) a s s u r e s t h e c o n t i n u i t y o f t h e v a r i a t i o n s o f 
t h e s t r e s s e s , a n d ( 4 2 ) a s s u r e s t h e c o n t i n u i t y o f h ( a g a i n , 
e x c e p t p e r h a p s a t ^ = 0 ) . 
F o r t h e v a r i e d s t a t e o f s t r e s s , t h e c o m p l e m e n t a r y 
e n e r g y o f t h e h e m i s p h e r i c a l s h e l l a s s u m e s t h e f o r m : 
( 4 6 ) 
2 i > N g N e ) / C + (% 2 
»
 2 ) J c o s a d & . 
T h e p r i n c i p l e o f m i n i m u m c o m p l e m e n t a r y e n e r g y s t a t e s t h a t 
a m o n g a l l t h e v a r i e d s t a t e s o f s t r e s s t h a t s a t i s f y t h e 
e q u i l i b r i u m e q u a t i o n s a n d t h e ( s t r e s s ) b o u n d a r y c o n d i t i o n s , 
t h e a c t u a l s t a t e o f s t r e s s i s s u c h t h a t i t m i n i m i z e s t h e 
c o m p l e m e n t a r y e n e r g y ( 4 6 ) . T h i s p r i n c i p l e i s s u m m a r i z e d 
b y t h e i n e q u a l i t y b e l o w , 
TT 8 a (Nfc , N e , Mfc, IE ) 
> Tt 8 a (N f e , N e , Mg , M e ) 
TTsa (% , N e , Mgr , M e ) 
= TT a 2 / ^ [ ( S R 8 + N 9 2 -
+ M e 2 - 2 i > f i * M e ) / D ( l -
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P r o o f o f t h e p r i n c i p l e o f m i n i m u m c o m p l e m e n t a r y e n e r g y f o r 
t h e h e m i s p h e r i c a l s h e l l . - - T h e d e f i n i t i o n s ( 4 1 ) a r e I n t r o ­
d u c e d i n t o e q u a t i o n ( 4 6 ) . A r e a r r a n g e m e n t o f t h e t e r m s 
t h e n g l v e s s 
T f s a (Nfc , Me , Mg, Me) 
TTa' ft" + N ^ 2 . «/r . 2 
- 2UNgNe)/C + (Mgf + Me 
« 2pM§Me)/D(l - » 2 ) ] c o s E d E 
+ 2 T  a2/*' £ (Nft nfe + Ne ne 
- O %ne - p Ne ng)/0 
+
 + M6 mG - ^MgiQ 
- i>Mema)/D(l - x ) 2 ) ] c o s E cLft J 
+ TTa2|*' [ (n&2 + ne2 
2Pn»ne)/C + (Ig + m6 
- 2i)5gIe)/D(l -il2)] ooagt dft J 
(I) 
( 4 7 ) 
> (ID 
^ .(III) 
As proof of the principle of minimum complementary energy 
it will now be shown that in equation (47): 
(I) =
 w (N£ , N e , M, , Me ) ; 
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( I I ) = 0 ; 
( I I I ) > o . 
I t w i l l t h e n f o l l o w t h a t ; 
T T s a ( N f e , N e , B R , M e ) ( 4 8 ) 
* ^ s a ( N f e > N e > M & > M e > • 
C o m p a r i s o n o f t e r m ( I ) o f e q u a t i o n ( 4 7 ) w i t h t h e 
d e f i n i t i o n o f r r s a , e q u a t i o n ( 4 6 ) , d i s c l o s e s t h a t 
( I ) =
 " s a
 ( Na , N 6 , M & , M e ) . ( 4 9 ) 
C o n s i d e r t e r m ( I I ) o f e q u a t i o n ( 4 7 ) . H e r e we I n t r o ­
d u c e t h e a c t u a l s t r a i n s € ^
 t e 6 , K ^ , K e a n d e l i m i n a t e t h e 
a c t u a l s t r e s s e s N ^ , N e , M ^ , M e b y u s e o f e q u a t i o n s ( 8 ) 
t h r o u g h ( 1 1 ) . T h u s 
( I I ) = 2 TT a 2 / ^ ' ( e 0 n e + ( 5 0 ' 
+ K g l ^ t K e i 6 ) c o s cl, d £ . 
T h e d i s p l a c e m e n t s u a n d (3 a r e i n t r o d u c e d i n t o ( 5 0 ) b y u s e 
o f e q u a t i o n s ( 1 3 ) a n d ( 1 4 ) , a n d t h e v a r i a t i o n n e i s e l i m i ­
n a t e d b y u s e o f e q u a t i o n ( 4 3 ) . T h e n 
2 0 
( I I ) - 2 Tf a 2 J + K Q ME + /3» Mfi/a ( 5 1 ) 
H- u ( h c o s & ) ' / ( a COSI)] COS E d ^ . 
I t i s n o w n e c e s s a r y t o r e q u i r e c o n t i n u i t y o f t h e v a r i e d 
s t r e s s e s . T h i s i n s u r e s t h a t t h e v a r i a t i o n s o f t h e s t r e s s e s 
a r e c o n t i n u o u s a n d a l l o w s t h e l a s t t w o t e r m s i n t h e r i g h t 
m e m b e r o f e q u a t i o n ( 5 1 ) t o b e i n t e g r a t e d b y p a r t s . A p p l i ­
c a t i o n o f t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n s ( 4 5 ) f o r t h e v a r i a t i o n s 
t h e n g i v e s : 
( I I ) = 2 ff a 2 / ^ ' [ 6 g i i £ c o s g + K 0 m e c o s g , ( 5 2 ) 
- h u % c o s g / a - /3(M^COS js ) ' / a ] d j s . 
T h e r e l a t i o n s ( 1 2 ) , ( 1 4 ) , a n d ( 4 2 ) a r e i n t r o d u c e d i n t o ( 5 2 ) : 
( I I ) = 2 TT aSJF^ ' - (/VA)[m0 s i n ^ ( 5 3 ) 
(M^COAE) 1 + a h COS d$s . 
T h e i n t e g r a n d o f t h e i n t e g r a l o n t h e r i g h t i n e q u a t i o n ( 5 3 ) 
i s s e e n t o b e z e r o b y a p p l i c a t i o n o f t h e e q u i l i b r i u m e q u a ­
t i o n ( 4 4 ) ; h e n c e 
( I I ) S 0 ( 5 4 ) 
2 1 
C o n s i d e r t e r m ( I I I ) o f e q u a t i o n ( 4 7 ) . We f i r s t 
n o t e t h a t 
( n ^ - n 0 ) 2 > 0 ; 
h e n c e 
- ? — p — -
S i n c e p h y s i c a l c o n s i d e r a t i o n s d e m a n d t h a t 
0 25 p < l . o , 
i t f o l l o w s t h a t 
n s
2
 + n e
2
- 2 D n E n G > 0 ( 5 5 ) 
a n d s i m i l a r l y t h a t 
S E 2 + S © 2 ~ 2 x 3 m & ^ e - 0 • ^ 5 6 ' 
I n e q u a l i t i e s ( 5 5 ) a n d ( 5 6 ) a n d t h e f a c t t h a t 
c o s ft > 0 f o r T f / 2 > 5X * S> 0 
a s s u r e u s t h a t t e r m ( I I I ) i s g r e a t e r t h a n o r e q u a l t o z e r o ; 
2 2 
( I I I ) > 0 . ( 5 7 ) 
C o n s i d e r i n g e q u a t i o n ( 4 7 ) i n i t s e n t i r e t y , s t a t e m e n t s 
( 4 9 ) , ( 5 4 ) , a n d ( 5 7 ) a l l o w t h e c o n c l u s i o n : 
^ s a N 0 s M E , M e ) ( 5 8 ) 
> T t s a ( N f c , N e , M ^ , M e ) . 
T h e p r i n c i p l e o f m i n i m u m c o m p l e m e n t a r y e n e r g y I s i n d e e d 
c o n f i r m e d b y t h e I n e q u a l i t y ( 5 8 ) ; t h e c o m p l e m e n t a r y e n e r g y 
o f t h e s t r e s s e d h e m i s p h e r i c a l s h e l l w i t h a h o l e a t t h e a p e x 
i s a m i n i m u m w h e n t h e v a r i e d s t r e s s e s a r e e q u a l t o t h e 
a c t u a l s t r e s s e s . 
D e r i v a t i o n o f t h e b a s i c i n e q u a l i t y 1 . — C o m p a r l s o n o f e q u a ­
t i o n s ( 4 6 ) a n d ( 2 3 ) i n d i c a t e s t h a t 
T t 8 a ( N g , N 6 , M ^ M e ) = T t 3 T R ; ( 5 9 ) 
h e n c e , w i t h r e f e r e n c e t o e q u a t i o n s ( 2 2 ) a n d ( 5 8 ) , 
T l 8 a (N<- , N e , M 5 , M e ) ( 6 0 ) 
> « n a ( p 0 M 0 + u 0 H 0 ) . 
T h e d e f i n i t i o n s ( 1 ) o f t h e d i r e c t i n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s 
( a n d t h e f a c t t h a t c = C - _ _ ) a r e u s e d t o e l i m i n a t e t h e 
2 3 
d i s p l a c e m e n t s P>(0) a n d u ( 0 ) f r o m e q u a t i o n ( 6 0 ) . T h e b a s i c 
i n e q u a l i t y 1 r e s u l t s : 
r r 8 a ( N r , N e , fi^, M e ) ( 6 1 ) 
> T t a ( c A M M Q 2 - 2 c u M M Q H Q + c u H H Q 2 ) . 
C a s e 2 . M i n i m u m P o t e n t i a l E n e r g y ; S t r e s s B o u n d a r y 
C o n d i t i o n s 
S t a t e m e n t o f t h e p r i n c i p l e o f m i n i m u m p o t e n t i a l e n e r g y . — L e t 
u a n d p> b e t h e a c t u a l d i s p l a c e m e n t s o f t h e d e f o r m e d h e m i ­
s p h e r i c a l s h e l l . T h e s e d i s p l a c e m e n t s t h e n s a t i s f y t h e 
b a s i c r e l a t i o n s h i p s [ e q u a t i o n s ( 2 5 ) t h r o u g h ( 3 3 ) ] a n d t h e 
( s t r e s s ) b o u n d a r y c o n d i t i o n s . 
B o u n d a r y c o n d i t i o n s 
H ( 0 ) = H Q , M R ( 0 ) = M Q ( 6 2 ) 
H(8,) = M , s ( g , ) = 0 
L e t u a n d ft b e t h e v a r i e d d i s p l a c e m e n t s s a t i s f y i n g 
t h e c o m p a t i b i l i t y e q u a t i o n s b u t n o t n e c e s s a r i l y t h e e q u i ­
l i b r i u m e q u a t i o n s n o r t h e ( s t r e s s ) b o u n d a r y c o n d i t i o n s . 
T h u s , u a n d ^ s a t i s f y t h e f o l l o w i n g c o m p a t i b i l i t y e q u a t i o n s . 
( € e c o s & ) » + € £ S l n £ = / 3 c o s ) s ( 6 3 ) 
2 4 
+ ( K e c o t g ) ' = 0 ( 6 4 ) 
T h e v a r i e d s t r a i n s a p p e a r i n g i n t h e c o m p a t i b i l i t y e q u a t i o n s 
( 6 3 ) a n d ( 6 4 ) a r e d e f i n e d b y t h e s t r a i n - d i s p l a c e m e n t r e ­
l a t i o n s b e l o w . 
S t r a i n - d i s p l a c e m e n t r e l a t i o n s 
? g r ( - u 5 + a / l c o s c l ) / ( a s i n g ) ( 6 5 ) 
£ e - u / ( a c o s § ) ( 6 6 ) 
= jS'/a ( 6 7 ) 
K e = ( - ^ 8 l n l » ) / ( a c o s e * ) ( 6 8 ) 
L e t t h e v a r i a t i o n s o f t h e d i s p l a c e m e n t s b e d e f i n e d 
a s f o l l o w s . 
u = u » u ( 6 9 ) 
T h e s e d e f i n i t i o n s ( 6 9 ) w i t h e q u a t i o n s ( 6 3 ) t h r o u g h ( 6 8 ) 
a s s u r e u s t h a t t h e v a r i a t i o n s u a n d ^ s a t i s f y t h e c o m p a t i ­
b i l i t y e q u a t i o n s w h e n t h e v a r i a t i o n s o f t h e s t r a i n s a r e 
d e f i n e d b y t h e s t r a i n - d i s p l a c e m e n t r e l a t i o n s . H e n c e 
( € 9 c o 8 ^ ) ' + e g t s l n ^ = £ c o s ft , ( 7 0 ) 
2 5 
K § + ( K e c o t g ) 1 = 0 , ( 7 1 ) 
w h e r e 
£ g = ( - u » + a ^ c o s g ) / ( a s l n f t ) , ( 7 2 ) 
£ e r u / ( a c o s & ) , ( 7 3 ) 
K g - / 5 » / a , ( 7 4 ) 
K e = ( - ^ s l n S ) / ( a c o s ^ ) . ( 7 5 ) 
We a l s o n o t e t h a t I f w e a s s u m e c o n t i n u i t y o f t h e v a r i e d 
d i s p l a c e m e n t s u a n d j$, w e a r e a s s u r e d t h a t t h e v a r i a t i o n s 
u a n d & a r e l i k e w i s e c o n t i n u o u s . 
F o r t h e v a r i e d s t a t e o f d i s p l a c e m e n t , t h e p o t e n t i a l 
e n e r g y o f t h e d i s t o r t e d h e m i s p h e r i c a l s h e l l a s s u m e s t h e 
f o r m : 
* d a = T 1 f t 2 i * ' C ( ^ 2 + S e 2 < 7 6) 
+ 2 i ; e g r € e ) C / ( l - P 2 ) + D ( K g , 2 
+ K e 2 + 2 A J K ^ K e ) ] c o s § d f e 
+ 2 ? f a [ u ( 0 ) H 0 + / 3 ( 0 ) M 0 ] . 
T h e p r i n c i p l e o f m i n i m u m p o t e n t i a l e n e r g y s t a t e s t h a t a m o n g 
a l l t h e v a r i e d s t a t e s o f d i s p l a c e m e n t s t h a t B a t i s f y t h e 
2 6 
c o m p a t i b i l i t y e q u a t i o n s , t h e a c t u a l s t a t e o f d i s p l a c e m e n t 
i s s u c h t h a t i t m i n i m i z e s t h e p o t e n t i a l e n e r g y ( 7 6 ) o f t h e 
d i s t o r t e d h e m i s p h e r i c a l s h e l l . 
T h e p r i n c i p l e i s s u m m a r i z e d b y t h e i n e q u a l i t y b e l o w . 
^ d a ( V > " " d a < U ' P > ( 7 7 ) 
P r o o f o f t h e p r i n c i p l e o f m i n i m u m p o t e n t i a l e n e r g y f o r t h e 
h e m i s p h e r i c a l s h e l l . - - T o f a c i l i t a t e c o m p u t a t i o n s , we i n t r o ­
d u c e t h e d e f i n i t i o n s ( 6 9 ) i n t o e q u a t i o n s ( 6 5 ) t h r o u g h ( 6 8 ) . 
We t h e n a p p l y e q u a t i o n s ( 7 2 ) t h r o u g h ( 7 5 ) a n d o b t a i n t h e 
f o l l o w i n g c o n s e q u e n c e s o f p r e v i o u s d e f i n i t i o n s . 
€ ^ = L % - 6 g ( 78 ) 
£ 9 = €E " 
T h e s e e q u a t i o n s a r e u s e d t o e l i m i n a t e t h e v a r i e d s t r a i n s 
f r o m t h e I n t e g r a l t e r m o f e q u a t i o n ( 7 6 ) . T h e c o n s t a n t t e r m 
o f ( 7 6 ) i s t r a n s f o r m e d b y u s e o f ( 6 9 ) . T h e r e s u l t i n g e x ­
p r e s s i o n i s ; 
27 
+ 2WEAEE)C/(L -P 2 ) + (KG2 
+ K92 + 2D KG KG )DJ COS & DIG, 
+ 2TFA2JQ + EE£E 
+ V KG, KE)D] COS ft D£ 
+ 7T A' 2 . ~ 2 E 
* 2U€G>6E )C/(1 - U 2 ) + (K 
+ KE2 I 2I)KG KE)D] COS G DFE 
+ 2T<A [U(0) HQ + /MO) MQ ] 







AS PROOF OF THE PRINCIPLE OF MINIMUM POTENTIAL ENERGY, WE 
WILL NOW SHOW THAT IN EQUATION (79): 
(I) + (IV) = TTDA (U,|I ) , 
(II) = ~ (V) 
2 8 
( I I I ) > 0 
I t w i l l t h e n f o l l o w t h a t 
" d a " ^ d a • ( 8 0 ) 
C o m p a r i s o n o f t h e t e r m s ( I ) a n d ( I V ) w i t h t h e d e f l -
n i t i o n ( 7 6 ) o f TT
 d & d i s c l o s e s t h a t 
( I ) + ( I V ) = T f d a (u, p ) . ( 8 1 ) 
T e r m ( I I ) o f ( 7 9 ) i s t r a n s f o r m e d b y t h e s t r e s s - s t r a i n 
r e l a t i o n s ( 8 ) t h r o u g h ( 1 1 ) i n t o : 
( I I ) = 2 T f a 2 / 5 ' ( e R N g + € e N e ( 8 2 ) 
* K G M G + M g ) c o s g d £ . 
T h e v a r i a t i o n s o f t h e s t r a i n s € e a n d K § a r e d e f i n e d b y 
e q u a t i o n s ( 7 3 ) a n d ( 7 4 ) . T h e s e t w o q u a n t i t i e s a r e e l i m i ­
n a t e d f r o m ( 8 2 ) , a s i s t h e a c t u a l s t r e s s N e , b y u s e o f 
e q u a t i o n s ( 2 6 ) , ( 7 3 ) , a n d ( 7 4 ) . T h u s , ( 8 2 ) b e c o m e s : 
( I I ) = 2 Tf a 2 ( § l [ e a N f t + K e M e ( 8 3 ) 
+ u (H c o s S , ) ' / ( a c o s f e ) 
+ ( 1 / a ) £ ' M « ] c o s § d ^ • 
2 9 
T h e p r o o f I s n o w r e s t r i c t e d t o o n l y t h o s e c a s e s I n w h i c h t h e 
v a r i e d d i s p l a c e m e n t s u a n d a r e c o n t i n u o u s . T h e l a s t t w o 
t e r m s o f t h e r i g h t s i d e o f ( 8 3 ) a r e I n t e g r a t e d b y p a r t s . 
U s e o f t h e s t r e s s b o u n d a r y c o n d i t i o n s t h e n g i v e s : 
( I I ) = - 2 H a [ u ( 0 ) H Q + /3(0) M 0 ] . ( 8 4 ) 
H e n c e 
( I I ) = - ( V ) , ( 8 5 ) 
a n d 
( I I ) + ( V ) = 0 . ( 8 6 ) 
E x a m i n a t i o n o f t e r m ( I I I ) o f e q u a t i o n ( 7 9 ) d i s c l o s e s : 
( I I I ) > 0 . ( 8 7 ) 
C o n s i d e r i n g e q u a t i o n ( 7 9 ) i n i t s e n t i r e t y , s t a t e m e n t s 
( 8 1 ) , ( 8 5 ) , a n d ( 8 7 ) a l l o w t h e c o n c l u s i o n : 
T t „ ( u , / 3 ) * ty (u,/A ) . ( 8 8 ) 
1
 d a ' d a ' 
T h e p r i n c i p l e o f m i n i m u m p o t e n t i a l e n e r g y i s c o n f i r m e d b y 
t h e i n e q u a l i t y ( 8 8 ) ; t h e p o t e n t i a l e n e r g y o f t h e d i s t o r t e d 
3 0 
h e m i s p h e r i c a l s h e l l w i t h a h o l e i n t h e a p e x i s a m i n i m u m 
w h e n t h e v a r i e d d i s p l a c e m e n t s a r e e q u a l t o t h e a c t u a l d i s ­
p l a c e m e n t s . 
D e r i v a t i o n o f t h e b a s i c i n e q u a l i t y 2 . — C o m p a r i s o n o f e q u a ­
t i o n s ( 7 6 ) a n d ( 2 4 ) i n d i c a t e s t h a t 
^ d a ( u , p ) ( 8 9 ) 
= ^STR - 2 Tf a [ u ( 0 ) H 0 + (MO) M 0 ] . 
T h i s r e s u l t , w h e n e n t e r e d i n t o ( 8 8 ) , g i v e s : 
r t d a ( u , p ) > H a [ u ( 0 ) H 0 + / 2 . ( 0 ) M 0 ] . ( 9 0 ) 
T h e d e f i n i t i o n s ( l ) o f t h e d i r e c t i n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s 
a r e u s e d t o e l i m i n a t e t h e d i s p l a c e m e n t s u ( 0 ) a n d ^ ( 0 ) 
f r o m ( 9 0 ) . 
T T d a < u , p ) * TTa ( - C / 3 M M Q 2 ( 9 1 ) 
•
 2
 <uM M 0 H 0 - c u R H Q 2 ) . 
W h e n s i g n s a r e c h a n g e d a n d t h e s e n s e o f t h e i n e q u a l i t y ( 9 1 ) 
i s r e v e r s e d , t h e b a s i c i n e q u a l i t y 2 r e s u l t s : 
- T T
 d a ( u , p ) < r r a ( c ^ M Q 2 ( 9 2 ) 
- 2 c u M M 0 H 0 + C u H H 0 ) . 
3 1 
C a s e 3 . M i n i m u m P o t e n t i a l E n e r g y ; M i x e d B o u n d a r y 
C o n d i t i o n s 
S t a t e m e n t o f t h e p r i n c i p l e o f m i n i m u m p o t e n t i a l e n e r g y . — L e t 
u a n d (i b e t h e a c t u a l d i s p l a c e m e n t s o f t h e d e f o r m e d h e m i ­
s p h e r i c a l s h e l l . T h e s e d i s p l a c e m e n t s t h e n s a t i s f y t h e 
b a s i c r e l a t i o n s h i p s [ e q u a t i o n s ( 2 5 ) t h r o u g h ( 3 3 ) ] a n d t h e 
b o u n d a r y c o n d i t i o n s b e l o w . 
u ( 0 ) = u Q , ( J ( 0 ) = p 0 ( 9 3 ) 
H ( f t . ) = M f t t e , ) = 0 ( 9 4 ) 
L e t u a n d fb b e t h e v a r i e d d i s p l a c e m e n t s s a t i s f y i n g 
t h e c o m p a t i b i l i t y e q u a t i o n s a n d t h e d i s p l a c e m e n t b o u n d a r y 
c o n d i t i o n s b u t n o t n e c e s s a r i l y t h e e q u i l i b r i u m e q u a t i o n s 
n o r t h e s t r e s s b o u n d a r y c o n d i t i o n s . T h u s , u a n d p s a t i s f y 
t h e f o l l o w i n g r e l a t i o n s . 
C o m p a t i b i l i t y e q u a t i o n s 
( i e c o s B ) ' + £ ^ s i n cf = f i c o s c l ( 9 5 ) 
K E + ( K e c o t ^ ) ' = 0 ( 9 6 ) 
D i s p l a c e m e n t b o u n d a r y c o n d i t i o n s 
u ( 0 ) = u Q , ( b ( 0 ) = p 0 ( 9 ? ) 
3 2 
T h e v a r i e d s t r a i n s a p p e a r i n g i n e q u a t i o n s ( 9 5 ) a n d ( 9 6 ) a r e 
d e f i n e d a s i n C a s e 1 , e q u a t i o n s ( 6 5 ) t h r o u g h ( 6 8 ) . 
L e t t h e v a r i a t i o n s o f t h e d i s p l a c e m e n t s b e d e f i n e d 
a s f o l l o w s . 
u = u - u ( 9 8 ) 
T h e s e d e f i n i t i o n s , t a k e n w i t h e q u a t i o n s ( 9 5 ) , ( 9 6 ) , a n d ( 9 7 ) , 
a s s u r e u s t h a t t h e v a r i a t i o n s u a n d fb t h e m s e l v e s s a t i s f y t h e 
c o m p a t i b i l i t y e q u a t i o n s a n d t h e d i s p l a c e m e n t b o u n d a r y c o n ­
d i t i o n s . 
C o m p a t i b i l i t y e q u a t i o n s 
< v <N> 
( £ 0 c o s & ) + e ^ s l n ^ = | 3 c o s & 
+ ( K e c o t & ) 1 = 0 
B o u n d a r y c o n d i t i o n s 
u (0) = (3(0) = 0 (101) 
T h e v a r i a t i o n s o f t h e s t r a i n s a p p e a r i n g i n e q u a t i o n s ( 9 9 ) 
a n d (100) a r e a s d e f i n e d i n C a s e 1 , e q u a t i o n s ( 7 2 ) t h r o u g h 
( 7 5 ) . 
F o r t h e v a r i e d s t a t e o f d i s p l a c e m e n t , t h e p o t e n t i a l 
( 9 9 ) 
(100) 
3 3 
e n e r g y o f t h e d i s t o r t e d h e m i s p h e r i c a l s h e l l a s s u m e s t h e 
f o r m : 
-jy ( u , p> ) = T r a 2 / ( £ * 2 + €
 e
 2
 ( 1 0 2 ) 
aD Jo ^° 
+ 2L> € ^ € e ) o / ( l - U 2 ) + D ( K ^ 2 
+ K e 2 + 2 ^ K ^ K e ) ] C 0 8 6 I d f t . 
T h e p r i n c i p l e o f m i n i m u m p o t e n t i a l e n e r g y s t a t e s t h a t a m o n g 
a l l t h e v a r i e d s t a t e s o f d i s p l a c e m e n t s s a t i s f y i n g e q u a t i o n s 
( 9 5 ) , ( 9 6 ) , a n d ( 9 7 ) , t h e a c t u a l s t a t e o f d i s p l a c e m e n t 
m i n i m i z e s t h e p o t e n t i a l e n e r g y ( 1 0 2 ) o f t h e d i s t o r t e d h e m i ­
s p h e r i c a l s h e l l . T h i s p r i n c i p l e i s s u m m a r i z e d b y t h e i n ­
e q u a l i t y 
« d b - ""db ^ - M • ( 1 0 S ) 
T h e p r o o f i n t h i s c a s e c l o s e l y p a r a l l e l s t h e p r o o f 
p r e s e n t e d i n C a s e 2 . H e n c e , a c c e p t i n g t h e v a l i d i t y o f ( 1 0 3 ) , 
t h e b a s i c i n e q u a l i t y 3 i s i m m e d i a t e l y d e r i v e d . 
D e r i v a t i o n o f t h e b a s i c I n e q u a l i t y 3 . — C o m p a r i s o n o f t h e 
d e f i n i t i o n ( 1 0 2 ) w i t h e q u a t i o n s ( 2 4 ) a n d ( 2 2 ) i n d i c a t e s t h a t 
™ d b ( u > P > = ^ S T R = " T T a (Po M o + u o H o ) ' ( 1 0 4 ) 
H e n c e , i n e q u a l i t y ( 1 0 3 ) y i e l d s : 
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r r d b (u,P ) ^ - tt a [ ( M O ) M 0 + u ( 0 ) H 0 ] . ( 1 0 5 ) 
T h e d e f i n i t i o n s ( 2 ) o f t h e i n v e r s e i n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s 
a r e u s e d t o e l i m i n a t e t h e s t r e s s e s M Q a n d H 0 f r o m t h e i n ­
e q u a l i t y ( 1 0 5 ) . T h e b a s i c i n e q u a l i t y 3 i s t h e r e s u l t : 
^ d b
 (
* > P > " T t a ( k u H u o 2 ( 1 0 6 ) 
+ 2 k u M u o Po + kfbM P o 2 ) • 
C a s e 4 . M i n i m u m C o m p l e m e n t a r y E n e r g y ; M i x e d B o u n d a r y 
C o n d i t i o n s 
S t a t e m e n t o f t h e p r i n c i p l e o f m i n i m u m c o m p l e m e n t a r y e n e r g y . — 
L e t N ^ , N 0 , M ^ , M e b e t h e a c t u a l s t r e s s e s p r e s e n t i n t h e 
s t r e s s e d h e m i s p h e r i c a l s h e l l . T h e n t h e s e s t r e s s e s s a t i s f y 
t h e b a s i c r e l a t i o n s h i p s [ e q u a t i o n s ( 2 5 ) t h r o u g h ( 3 3 ) ] a n d 
t h e f o l l o w i n g b o u n d a r y c o n d i t i o n s . 
B o u n d a r y c o n d i t i o n s 
u ( 0 ) = u Q , (MO) = PQ ( 1 0 7 ) 
H ( £ , ) = M a(«, ) = 0 ( 1 0 8 ) 
L e t , N e , M ^ , M 0 b e t h e v a r i e d s t r e s s e s s a t i s ­
f y i n g t h e e q u i l i b r i u m e q u a t i o n s a n d t h e s t r e s s b o u n d a r y 
c o n d i t i o n s a t E = 5, . T h u s , t h e v a r i e d s t r e s s e s s a t i s f y 
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t h e f o l l o w i n g . 
E q u i l i b r i u m e q u a t i o n s 
- H s i n % ( 1 ° 9 ) 
N e = (H 008 8 . ) 1 < 1 1 0 > 
( M ^ c o s ^ S . ) ' + M Q s i n B + aH c o s 2 a > = 0 ( i l l ) 
B o u n d a r y c o n d i t i o n s 
H ( « . ) = 5^(5.) = 0 ( 1 1 2 ) 
L e t t h e v a r i a t i o n s o f t h e s t r e s s e s b e d e f i n e d a s 
b e l o w . 
n ^ = \ » ( 1 1 3 ) 
n e = N e - N e 
m ^ = M g - M g^ 
m e = M e - M e 
T h e s e v a r i a t i o n s o f t h e s t r e s s e s a r e f o u n d t o s a t i s f y t h e 
s a m e r e q u i r e m e n t s a s t h e v a r i e d s t r e s s e s . 
E q u i l i b r i u m e q u a t i o n s 
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= - h s i n § ( 1 1 4 ) 
n e - ( h c o s ^ ) » ( 1 1 5 ) 
( m g c o s fe) 1 + m
 e s l n ^ , + a h c o s 2 % = 0 ( 1 1 6 ) 
B o u n d a r y c o n d i t i o n s 
5(5.) = 2,) = 0 ( 1 1 7 ) 
F o r t h e v a r i e d s t a t e o f s t r e s s , t h e c o m p l e m e n t a r y 
e n e r g y o f t h e h e m i s p h e r i c a l s h e l l a s s u m e s t h e f o r m : 
n ( N a , N e , M E , M 0 ) = r t a 2 / ^ [ ( N a 2 ( 1 1 8 ) 
J o 
+ N e 2 - 2 ^ N ^ N e ) / C + ( M ^ 2 + M 9 2 
- 2 i > M g M e ) / D ( l - P 2 ) ] c o s g d g 
+ 2 T T a [ u 0 H ( 0 ) 4- fbQ M & ( 0 ) ] . 
s b 
T h e p r i n c i p l e o f m i n i m u m c o m p l e m e n t a r y e n e r g y s t a t e s t h a t 
a m o n g a l l t h e v a r i e d s t a t e s o f s t r e s s t h a t s a t i s f y e q u a ­
t i o n s ( 1 0 9 ) t h r o u g h ( 1 1 2 ) , t h e a c t u a l s t a t e o f s t r e s s i s 
s u c h t h a t i t m i n i m i z e s t h e c o m p l e m e n t a r y e n e r g y ( 1 1 8 ) . 
T h i s p r i n c i p l e i s s u m m a r i z e d b y t h e i n e q u a l i t y b e l o w . 
T T 8 D (Nfc , N e , M E , M e ) ( 1 1 9 ) 
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T h e p r o o f i n t h i s c a s e c l o s e l y p a r a l l e l s t h e p r o o f g i v e n i n 
C a s e 1 . H e n c e , a c c e p t i n g t h e v a l i d i t y o f ( 1 1 9 ) , t h e b a s i c 
i n e q u a l i t y 4 I s i m m e d i a t e l y d e r i v e d . 
D e r i v a t i o n o f t h e b a s i c i n e q u a l i t y 4 . — C o m p a r i s o n o f t h e 
d e f i n i t i o n ( 1 1 8 ) w i t h ( 2 3 ) a n d ( 2 2 ) i n d i c a t e s t h a t 
^ s b ( N f c ' N e ' M c t > M e > < 1 2 0 > 
= n a ( | 3 0 M 0 + u 0 H 0 ) . 
H e n c e , t h e i n e q u a l i t y ( 1 1 9 ) y i e l d s 
T t 8 b ( N R f N G , 5 f t , M e ) ( 1 2 1 ) 
> r r a [ u 0 H Q + M Q J . 
T h e d e f i n i t i o n s ( 2 ) o f t h e I n v e r s e I n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s 
a r e u s e d t o e l i m i n a t e t h e s t r e s s e s M 0 a n d H Q f r o m t h e 
I n e q u a l i t y ( 1 2 1 ) . T h e i n e q u a l i t y i s t h e n r e v e r s e d b y c h a n g ­
i n g s i g n s , a n d t h e b a s i c i n e q u a l i t y 4 r e s u l t s : 
" ^ s b
 (Fla ' F l e 9 M £ , M e ) ( 1 2 2 ) 
*
 1 1 a ( k u H u o 2 4 2 k u M u o Po * k p M ^ o 2 ) • 
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CHAPTER I V 
D E R I V A T I O N OF THE BOUNDS FOR THE I N F L U E N C E C O E F F I C I E N T S 
U p p e r a n d l o w e r b o u n d s f o r t h e d i r e c t a n d I n v e r s e 
i n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s f o r t h e t h i n h e m i s p h e r i c a l s h e l l 
w i t h a h o l e a t t h e a p e x a r e n o w d e r i v e d . T h e b o u n d s a r e 
o b t a i n e d f r o m t h e f o u r b a s i c I n e q u a l i t i e s d e r i v e d I n C h a p ­
t e r I I I . 
T r a n s f o r m a t i o n o f t h e " B a s i c I n e q u a l i t y 1 
C h o i c e o f t h e v a r i e d s t r e s s e s . — T h e b a s i c I n e q u a l i t y 1 , ( 6 1 ) , 
I s r e p e a t e d b e l o w . 
T r a 2 ^ ' [ % 2 + N e 2 - 2 i 3 N s N e ) / C + (M A 2 ( 1 2 3 ) 
+ M E 2 ~ 2 u M g M e ) / D ( l -<D 2)] c o s ^ d a 
> Tfa (c^M M 0 2 - 2 c u M U0 H 0 + c u H H 0 2 ) 
I t I s n o t e d t h a t t h e v a r i e d s t r e s s e s a p p e a r i n g I n ( 1 2 3 ) 
m u s t s a t i s f y t h e e q u i l i b r i u m e q u a t i o n s a n d t h e ( s t r e s s ) 
b o u n d a r y c o n d i t i o n s o f C a s e 1 , C h a p t e r I I I . H e n c e N ^ , N 0 , 
M ^ , a n d M E m u s t s a t i s f y t h e f o l l o w i n g r e l a t i o n s , 
a . E q u i l i b r i u m e q u a t i o n s 
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N g = - H s i n g ( 1 2 4 ) 
N e = ( H c o s B)1 ( 1 2 5 ) 
(FIGR c o s g ) ' + M 0 s i n g + aH c o s 2 ^ = 0 ( 1 2 6 ) 
b . B o u n d a r y c o n d i t i o n s 
H ( 0 ) = H Q , BG.(0) = M Q ( 1 2 7 ) 
H t ^ ) = BFTTBI) = 0 ( 1 2 8 ) 
A l s o , t h e p r o o f g i v e n f o r t h e p r i n c i p l e o f m i n i m u m c o m p l e ­
m e n t a r y e n e r g y r e q u i r e d t h a t t h e v a r i e d s t r e s s e s b e c o n ­
t i n u o u s . 
L e t t h e v a r i e d s t r e s s e s H a n d M ^ b e c h o s e n a s b e l o w . 
\ = [ - a H 0 gLA(8) + M q g G A ( B ) ] / c o s f c ( 1 2 9 ) 
H = [ H q g 3 a ( E ? ) - ( 1 / a ) M Q g 4 a ( E ) ] / c o s ^ ( 1 3 0 ) 
T h e f u n c t i o n s g , g , g , g a r e d l m e n s i o n l e s s a n d a r e 
-La ^ a o a ^ a 
a r b i t r a r y e x c e p t f o r t h e f o l l o w i n g r e q u i r e m e n t s . 
a . E q u i l i b r i u m e q u a t i o n s : T h e v a r i e d s t r e s s e s m u s t 
s a t i s f y t h e e q u i l i b r i u m e q u a t i o n s ( 1 2 4 ) , ( 1 2 5 ) a n d ( 1 2 6 ) . 
T h e s e e q u a t i o n s w i l l b e s a t i s f i e d i f t h e y a r e u s e d t o 
d e t e r m i n e , N e a n d M E i n t e r m s o f H a n d . T h u s 
4 0 
N ^ = - H s i n & , 
N e = (H c o s f e ) • , 
( 1 3 1 ) 
( 1 3 2 ) 
M e = [ ( M & c o s g , ) 1 + a H c o s 2 j s ] / s i n ^ . ( 1 3 3 ) 
T o I n s u r e t h a t M e , a s d e f i n e d b y ( 1 3 3 ) , i s f i n i t e a t 1» = 0 
w e r e q u i r e t h a t 
(Ma c o s & ) v + aH c o s 2 g = 0 ( s i n a s T ^ - ^ O . ( 1 3 4 ) 
I n t e r m s o f g_ , g 0 , g _ , a n d g t h i s c o n d i t i o n t a k e s 
l a <ia 3 a 4 a 
t h e f o r m s 
g ' l a ( § ) - « 3 a
( 5) c o s f e ^ 
2 a 4 a 
( 1 3 5 ) 
= 0 ( s i n & ) a a g - * 0 . 
b . B o u n d a r y c o n d i t i o n s : T h e b o u n d a r y c o n d i t i o n s , 
( 1 2 7 ) a n d ( 1 2 8 ) , m u s t b e s a t i s f i e d . H e n c e , 
[ 0 = - a H Q 6 ^ ( 0 ) + M o 6 2 & ( 0 ) 
H o = H o 6 3 a ( 0 ) " ( l / a ) M o 6 4 a ( ° } ' 
( 1 3 6 ) 
( 1 3 7 ) 
a n d 
- *
 H o e l a < ^ > + M o g (ft,) = o ( 1 3 8 ) 
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H q g3a(a.) - ( l / a ) M Q g 4 a ( c ? , ) = 0 . ( 1 3 9 ) 
c . C o n t i n u i t y : T h e f u n c t i o n s g (B) , g Q (H) , 
g g ( c ^ ) , a n d g ( E ) m u s t b e s u c h t h a t a n d H , a s d e f i n e d 
^ta 
b y ( 1 2 9 ) a n d ( 1 3 0 ) , a r e c o n t i n u o u s . 
T h e a b o v e r e s t r i c t i o n s a . , b . , a n d c . a r e s u f f i c i e n t 
t o I n s u r e t h a t t h e c h o s e n v a r i e d s t r e s s e s s a t i s f y t h e r e ­
q u i r e m e n t s n e e d e d f o r t h e v a l i d i t y o f t h e b a s i c i n e q u a l -
S u b s t i t u t i o n I n t o t h e b a s i c I n e q u a l i t y 1 . — T h e v a r i e d 
s t r e s s e s a p p e a r i n g i n ( 1 2 3 ) a r e e x p r e s s e d I n t e r m s o f H Q , 
M o > g, g« ( S ) i g (ft) > g ( f t ) > a n d t h e s e v a l u e s a r e 
l a 2 a 3 a 4 a 
s u b s t i t u t e d i n t o ( 1 2 3 ) . A f t e r a r e a r r a n g e m e n t o f t e r m s , 
t h e b a s i c I n e q u a l i t y 1 t a k e s t h e f o r m : 
( a 3 / 2 DA3) G l a H q 2 - 2 ( a 2 / 2 DA2) G l g a H Q M Q ( 1 4 0 ) 
+ (a/DA) a 2 a M Q 2 > c u R H Q 2 
-
 2 CUM H o M o +
 cm M o 2 • 
T h e f u n c t i o n s G_ , GL
 0 , a n d a r e a s f o l l o w s : 
l a ' 1 2 a * 2 a 
° l a = / * [ g 3 a 2 t a n S S i n a ( g 3 a ) 2 c 0 8 E ( 1 4 l ) 
2 w g 3 a g 3 a S l n ^ ] / 2 A + [ e i a 2 s e c E 
( g ^ a ) 2 c o t S c s c f e - 2 g ^ a g 3 a c o t 2 
42 
+ g 3a o o t 2 S ° o s g , + 2 i J g l a g' cso g, 
"
 2 u g l a g 3a 0 0 t 5 J 2A 3 / (1 - p 2 ) } dfe 
'12a = / 5 ' { t S 3 a g 4 a tang, sin ft 
+ ( g 3 a S 4a + g 3a 8 4 a ) P 8 l n S 
+ g 3a g 4a 0 0 8 SJ/2A2 
+ [ g l a g 2a 8 6 0 fe + g l a g 2a ° 0 t ^  C 8 o g 
_ ( g 2 a g 3a + g l a g4a> C ° t S E 
+
 "
 ( g l a g 2 a + g l a g2a> 0 8 0 * 
" *
 ( g l a g 4a + g 2a g3a> ° 0 t E 
+ g gA c o t 2 g o o s g ] 2 A 2 / ( l -P 2) \ d S > 
oa 4a 
(142) 
G 2a = Z ^ ' { [ g 4 a 2 t a n ^ S i n ^ + ^i^2cos^> (143> 
+ 2 p
 S 4 a g 4a sin & ] / 4 A 3 + [ g ^ s e c & 
+ ( g g a ) 2 cotfe esc £ - 2 g ^ g 4 a cot 2 a 
+ g 4 a ^ c o t ^ S c o s a + 2 p S 2 a g g a e s c 
-
 2
^ g 2 a g 4 a c o t ] V d - ^ > 2 ) } d f e . 
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T r a n s f o r m a t i o n o f t h e B a s i c I n e q u a l i t y 2 
C h o i c e o f t h e v a r i e d d l s p l a c e m e n t a . — T h e b a s i c I n e q u a l ­
i t y 2 , ( 9 2 ) , i s r e p e a t e d b e l o w . 
' [ ( £ * , 2 + ^ e 2 + 2 P 6 g . € e ) C / ( l - P 2 ) ( 1 4 4 ) 
+ D ( K E 2 + K e 2 + 2 p K g , K e ) ] c o s a d f c 
- 2 T t a [ u ( 0 ) H 0 + /3(0) M Q ] 
*
 r t a ( c / 3 M M o 2 " 2 c u M M o H o + c u H H 0 2 ) • 
I t i s n o t e d t h a t t h e v a r i e d d i s p l a c e m e n t s , u a n d / § , m u s t 
s a t i s f y o n l y t h e c o m p a t i b i l i t y e q u a t i o n s . T h u s 
( e e c o 8 f e ) ' + c a s i n g , = ^ c o s g , , ( 1 4 5 ) 
K g + ( K e c o t ft) 1 = 0 . ( 1 4 6 ) 
A n y c h o s e n d i s p l a c e m e n t s w i l l s a t i s f y t h e s e e q u a t i o n s I f 
t h e v a r i e d s t r a i n s a p p e a r i n g I n ( 1 4 5 ) a n d ( 1 4 6 ) a r e d e f i n e d 
b y t h e s t r a i n - d i s p l a c e m e n t r e l a t i o n s w h i c h f o l l o w . 
S t r a i n - d i s p l a c e m e n t r e l a t i o n s 
€ g r = ( ~ u J + a / 3 c o s & ) / ( a Bin 8 ) ( 1 4 7 ) 
€ e = u/(.a c o e l ) ( I 4 8 ) 
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% = ft}/9L (149) 
K e = ( - / 3 s l n & ) / ( a cosa) (150) 
A l s o , t h e p r o o f g i v e n f o r t h e p r i n c i p l e o f m i n i m u m p o t e n ­
t i a l e n e r g y r e q u i r e d t h a t t h e v a r i e d d i s p l a c e m e n t s b e 
c o n t i n u o u s . 
L e t t h e v a r i e d d i s p l a c e m e n t s u a n d (2> b e c h o s e n a s 
b e l o w . 
u ( S ) = ( a / C ) H f ( f t ) + ( a 2 / D ) II f ( » ) ( 1 5 1 ) 
0
 l a 0 2 a 
0(5) = ( 1 / C ) H Q f3A(8) + ( a / D ) M Q f 4 a ( E ) ( 1 5 2 ) 
T h e f u n c t i o n s f (5) , f (H) , f (5), a n d f (5) a r e d i m e n -
l a 2 a 3 a 4 a 
s i o n l e s s a n d a r e a r b i t r a r y e x c e p t f o r t h e f o l l o w i n g r e ­
q u i r e m e n t s . 
a . C o m p a t i b i l i t y e q u a t i o n s : T h e v a r i e d d i s p l a c e ­
m e n t s u a n d ft m u s t s a t i s f y t h e c o m p a t i b i l i t y e q u a t i o n s . 
T h i s r e q u i r e s t h a t t h e v a r i e d s t r a i n s b e d e f i n e d b y e q u a ­
t i o n s ( 1 4 7 ) t h r o u g h ( 1 5 0 ) . T o i n s u r e t h a t € g l s f i n i t e a t 
H = 0, w e m u s t h a v e 
- u ' + a ^ j c o s g = 0 ( s i n g ) a s ^ — ^ 0 . ( 1 5 3 ) 
I n t e r m s o f f g , f 3 , a n d f 4 a , t h i s c o n d i t i o n t a k e s 
t h e f o r m s 
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f_ (n) c o s ^ + f 1 (5) 
o a l a 
( 1 5 4 ) 
b . C o n t i n u i t y ? T h e f u n c t i o n s f , f , f_ , a n d t. 
x a <da o a ^ a 
m u s t b e s u c h t h a t t h e v a r i e d d i s p l a c e m e n t s , a s d e f i n e d b y 
( 1 5 1 ) a n d ( 1 5 2 ) , a r e c o n t i n u o u s . 
T h e t w o r e s t r i c t i o n s a b o v e , a . a n d b . , a r e s u f f i ­
c i e n t t o i n s u r e t h a t t h e c h o s e n v a r i e d d i s p l a c e m e n t s s a t i s f y 
t h e r e q u i r e m e n t s n e e d e d f o r t h e v a l i d i t y o f t h e b a s i c 
i n e q u a l i t y 2 . 
S u b s t i t u t i o n i n t o t h e b a s i c i n e q u a l i t y 2 . — T h e v a r i e d 
s t r a i n s a p p e a r i n g I n ( 1 4 4 ) a r e e x p r e s s e d I n t e r m s o f H 0 , M 0 , 
a n d f , f f f b y i n t r o d u c i n g u a n d fl, ( 1 5 1 ) a n d 
x a &8L O & ' 
( 1 5 2 ) , I n t o t h e d e f i n i t i o n s ( 1 4 7 ) t h r o u g h ( 1 5 0 ) . A f t e r a 
r e a r r a n g e m e n t o f t e r m s , ( 1 4 4 ) t a k e s t h e f o r m 
( a 3 / 2 D A 3 ) F_ H - 2 ( a 2 / 2 D A ) ? 1 Q o H M ( 1 5 5 ) l a o l e a o o 
+ ( a / D A ) F 2 & M o 2 < o u H H Q 2 
-
 2 cum H o M o +
 efm M o 2 • 
T h e f u n c t i o n s F 1 , F l g & , a n d F g a t a k e t h e f o r m s h o w n b e l o w . 
F l a = " W f l a < ° > - / 6 § ' { t f l a 2 8 e c * ( 1 5 6 ) 
"
 2 f l a f 3 a 0 0 t 2 & + 8 » f l a f 3 a o o t & 
= 0 ( s i n g ) a s g ^ 0 . 
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+ f 3 a 2 c ° t 2 a c o s a - 2 j j f l a f^ a e s c a 
+ ( ^ a ) 2 c o t & c s c E J / 2 A ( l - p 2 ) 
+ E ( f 3 a ' c o s g , + f 3 a t a n ^ s i n f e 
"
 2 P f 3 a f 3 a 8 l n f t J 2 * 2 ) d ^ 
F 1 2 a = 2 A 2 f 2 a ( 0 ) * ( l / 2 A 2 ) f 3 a ( 0 ) ( 1 6 7 ) 
+ / ' / [ » ( f f + f f ) cot g, 
/ o i 1 " l a 4 a 2 a 3 a 
+ f i a f 2 a C O t ^ C 8 C & + f i a f 2 a 8 e C S 
" ^
( f l a f 2 a + f l a f 2 a > C 8 C * 
"
 ( f l a f 4 a + f 2 a f 3 a > * 
+ f 3 a f 4 a c o t 2 £ c o s H ] 2 A 2 / ( l - P 2 ) 
^
f 3 a f l a 0 0 8 « + f 3 a f 4 a t a n ^ 8 l n ^ 
+ P ( f 3 a f 4 a + f 3 a f 4 a > s i n £ ] / 2 A 2 } d £ 
F 2 a = " 2 * f 4 a ( 0 ) ' J ^ { C 2 » f 2 a f 4 a C O t * ( 1 5 8 ) 
+ ( f g a ) 2 c o t g c s c ^ - 2 f g a f 4 a c o t 2 S 
+ f 2 c o t 2 & c o s & - 2 p f n f ' e s c % 4 a 2 a 2 a 
+ f g a 2 s e c g ] 4 X 5 / ( l ~ » 2 ) + H f 4 a > 2 c o s ^ 
+ f 4 a 2 t a n £ s i n £ - 2 D f 4 a f ^ a s i n B ] . \ } d & 
4 7 
T r a n s f o r m a t i o n o f t h e B a s i c I n e q u a l i t y 3 
C h o i c e o f t h e v a r i e d d l s p l a c erne n t s . — T h e b a s i c i n e q u a l i t y 3 , 
( 1 0 6 ) , i s r e p e a t e d b e l o w . 
' [ ( £ f e 2 + € 0 2 + 2 P £ § e © ) C / ( l - P 2 ) ( 1 5 9 ) 
+ D ( K g , 2 + K e 2 + 2 y K ^ K e ) ] c o s ® d & 
> t t a ( k u H u 0 2 + 2 k u M u 0 pQ + k m / 3 0 2 ) . 
I t i s n o t e d t h a t t h e v a r i e d d i s p l a c e m e n t s , u a n d ft , m u s t 
s a t i s f y t h e c o m p a t i b i l i t y e q u a t i o n s a n d t h e d i s p l a c e m e n t 
b o u n d a r y c o n d i t i o n s s p e c i f i e d a t B> ~ 0 . T h u s u a n d ft 
s a t i s f y t h e f o l l o w i n g . 
C o m p a t i b i l i t y e q u a t i o n s 
( 6 e c o s a ) 1 + 6 ^ s i n a = / 5 c o s 8 , ( 1 6 0 ) 
-h ( K e c o t fi) • = 0 
B o u n d a r y c o n d i t i o n s 
u ( 0 ) - u 0 , / i ( 0 ) = / 3 0 ( 1 6 1 ) 
A l s o , t h e p r o o f g i v e n f o r t h e p r i n c i p l e o f m i n i m u m p o t e n ­
t i a l e n e r g y r e q u i r e d t h a t t h e v a r i e d d i s p l a c e m e n t s b e c o n ­
t i n u o u s . 
L e t t h e v a r i e d d i s p l a c e m e n t s u a n d fh b e c h o s e n a s 
4 8 
b e l o w . 
uGS) = u Q f l b ( 8 ) + a p ) 0 f 2 b ( g ) 
/5(5) = ( l / a ) u Q f 3 b ( 5 ) f ( 3 0 f 4 b ( 8 ) 
( 1 6 2 ) 
T h e f u n c t i o n s f . , , f „ , f_, , a n d f a r e d l m e n s l o n l e s s a n d 
l b ' 2 b ' 3 b ' 4 b 
a r e a r b i t r a r y e x c e p t f o r t h e f o l l o w i n g r e q u i r e m e n t s . S i n c e 
t h e s e r e q u i r e m e n t s a r e s i m i l a r t o t h o s e p r e s e n t e d i n 
" T r a n s f o r m a t i o n o f t h e B a B l c I n e q u a l i t y 2 , M t h e i r d e r i v a t i o n 
i s n o t s h o w n . 
a . C o m p a t i b i l i t y e q u a t i o n s 
f 3 b(?) c o s g - ^ ( S ) l b 
f 4 b ( g ) c o s | - f ^ O g ) 
( 1 6 3 ) 
- 0 ( s i n f e ) a s 
b . B o u n d a r y c o n d i t i o n s 
u o f l b < ° > + a P o f 2 b ( 0 ) = u o 
( l / a ) u Q f 3 b ( 0 ) + ^ f 4 b ( 0 ) = 
( 1 6 4 ) 
c . C o n t i n u i t y ; T h e f u n c t i o n s f , . . f „ . f_, , a n d 
l b ' 2 b ' 3 b ' 
f 4 b m u s t b e s o c h o s e n t h a t t h e d i s p l a c e m e n t s u a n d p> , 
( 1 6 2 ) , a r e c o n t i n u o u s . 
S u b s t i t u t i o n i n t o t h e b a s i c i n e q u a l i t y 3 . — T h e v a r i e d 
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s t r a i n s a p p e a r i n g i n ( 1 5 9 ) a r e e x p r e s s e d i n t e r m s of u Q , p>0, 
a n d f f f f b y i n t r o d u c i n g u a n d (3 , ( 1 6 2 ) , i n t o 
t h e d e f i n i t i o n s ( 1 4 7 ) t h r o u g h ( 1 5 0 ) . A f t e r a r e a r r a n g e m e n t 
o f t e r m s , ( 1 5 9 ) t a k e s t h e f o r m 
( 4 D A 3 / a 3 ) F l b u Q 2 + 2 ( 2 D \ 2 / a 2 ) F 1 2 b u q p > Q ( 1 6 5 ) 
+ ( 2 D A / a ) F 2 b P>o2 * k u H U o 2 
+ 2 k u M U o Po + k ^ M Po* > 
w h e r e t h e q u a n t i t i e s F . F . a n d F a r e g i v e n b y e x -
l b * 1 2 b 2 b 
p r e s s i o n s s i m i l a r t o e q u a t i o n s ( 1 5 6 ) , ( 1 5 7 ) , a n d ( 1 5 8 ) . 
T r a n s f o r m a t i o n o f t h e B a s i c I n e q u a l i t y 4 
C h o i c e o f t h e v a r i e d s t r e s s e s . - - T h e b a s i c i n e q u a l i t y 4 , 
* ( 1 2 2 ) , i s r e p e a t e d b e l o w . 
- r r a 2 / ' [ ( N g 2 + N e 2 - 2 U N f e N G ) / C •+ ( M g 2 ( 1 6 6 ) 
o 
+ M e 2 - 2 * ; M g M 0 ) / D ( l - v J 2 ) ] c o s ^ d f e , 
- 2 i r a [ u 0 H ( 0 ) + / 3 0 5 f t ( 0 ) ] 
< n a ( k u H u o 2 + 2 k u M u o Po + k p M Po2> 
I t i s n o t e d t h a t t h e v a r i e d s t r e s s e s a p p e a r i n g i n ( 1 6 6 ) 
m u s t s a t i s f y t h e e q u i l i b r i u m e q u a t i o n s a n d t h e ( s t r e s s ) 
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b o u n d a r y c o n d i t i o n s a t g =: T h u s , N E , a n d M E 
m u s t s a t i s f y t h e f o l l o w i n g . 
a . E q u i l i b r i u m e q u a t i o n s 
= ~ H s i n g , (167) 
N e = (H c o s e ) 8 
(M§ c o s ^ ) 8 + Mq s i n g , + aH c o s 2 g - 0 
B o u n d a r y c o n d i t i o n s 
H(«,) = M^(g, ) = 0 (168) 
A l s o , t h e p r o o f g i v e n f o r t h e p r i n c i p l e o f m i n i m u m c o m p l e ­
m e n t a r y e n e r g y r e q u i r e d t h a t t h e v a r i e d s t r e s s e s b e c o n ­
t i n u o u s . 
L e t t h e v a r i e d s t r e s s e s H a n d b e c h o s e n a s b e l o w . 
S E = L° u o S l b ( £ > + & C P>o g 2 b ( A ) J / C O S M ( 1 6 9 ) 
H = [ ( C / a ) u Q g 3 b ( § ) + C p>0 g 4 b ( ^ ) ] / c o s m (170) 
T h e f u n c t i o n s g l b > &2b* g3b* g 4b a r e d i m e n s i o n l e 8 S a n d a r e 
a r b i t r a r y e x c e p t f o r t h e f o l l o w i n g r e q u i r e m e n t s . S i n c e 
t h e s e r e q u i r e m e n t s a r e s i m i l a r t o t h o s e p r e s e n t e d i n " T r a n s ­
f o r m a t i o n o f t h e B a s i c I n e q u a l i t y 1," t h e i r d e r i v a t i o n i s 
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n o t s h o w n . 
a . E q u i l i b r i u m e q u a t i o n s 
> l b + ( c 0 S f e ) g 3 b ( a ) 
g 2 b + ( c o s ^ ) g 4 b ( ^ J 
b . B o u n d a r y c o n d i t i o n s 
( 1 7 1 ) 
= 0 ( s i n 5 ) a s 0 
u o 8 l b ( 8 . ) + a pQ g 2 b ( ^ , ) = 0 ( 1 7 2 ) 
( l / a ) u Q g 3 b ( 8 1 ) + ( 5 0 g 4 b ( 5 , ) = 0 ( 1 7 3 ) 
c . C o n t i n u i t y : T h e f u n c t i o n s g „ ^ , g„ , g_ . a n d 
l b 2d 3d 
g 4 ^ m u s t b e c h o s e n s u c h t h a t a n d H , a s d e f i n e d b y ( 1 6 9 ) 
a n d ( 1 7 0 ) , a r e c o n t i n u o u s . 
S u b s t i t u t i o n i n t o t h e b a s i c i n e q u a l i t y 4 . — T h e v a r i e d s t r e s s e s 
a p p e a r i n g i n ( 1 6 6 ) a r e e x p r e s s e d i n t e r m s o f u , £ a n d g l b > 
g™_ i g„,_« SAT.* T h e s e v a l u e s a r e s u b s t i t u t e d I n t o ( 1 6 6 ) a n d 
2 b ' ° 3 V 4 b 
a r e a r r a n g e m e n t o f t e r m s y i e l d s 
( 4 D \ 3 / a 3 ) G l b u Q 2 + 2 ( 2 D A 2 / a 2 ) G l g b u q $Q ( 1 7 4 ) 
+ ( 2 D A / a ) a 2 b Ji o 2 < k u H u Q 2 
+ 2 k u ^ ft + k a . _ £ , 
uM o r o |3M ' o ' 
w h e r e t h e q u a n t i t i e s F l b , F l g b , a n d F g b a r e g i v e n b y e x -
5 2 
p r e s s l o n s s i m i l a r t o e q u a t i o n s ( 1 4 1 ) , ( 1 4 2 ) , a n d ( 1 4 3 ) . 
B o u n d s o n t h e I n f l u e n c e C o e f f i c i e n t s 
u p p e r a n d l o w e r b o u n d s f o r t h e i n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s o f t h e 
h e m i s p h e r i c a l s h e l l w i t h a p i c a l h o l e . T h e s e b o u n d s a r e 
e x p r e s s e d I n t e r m s o f t h e c o r r e s p o n d i n g i n f l u e n c e c o e f f i ­
c i e n t s o f t h e s e m i - I n f i n i t e c i r c u l a r c y l i n d r i c a l s h e l l . 
T h e I n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s o f t h e c y l i n d r i c a l s h e l l w e r e 
o b t a i n e d f r o m t h e d o c t o r a l d i s s e r t a t i o n o f M. B . S l e d d [ 1 ] 
a n d a r e s h o w n b e l o w . T h e y a r e d i s t l n q u l s h e d b y b e i n g e n -
c l o s e d i n b r a c k e t s w i t h t h e s u b s c r i p t c . 
T h e r e s u l t s o f t h e f o u r p r e v i o u s s e c t i o n s n o w y i e l d 
CCJ3M-Ic = a / D A ( 1 7 5 ) 
= a 3 / 2 D A 3 
^ V c = 2 D A / * 
^ c * 2 D * 2 / a ' 
t k u H ^ c = 4 D * 3 / a 3 
( 1 7 6 ) 
T h e t r a n s f o r m a t i o n s o f t h e b a s i c I n e q u a l i t i e s 1 a n d 2 , ( 1 4 0 ) 
a n d ( 1 5 5 ) , a r e r e p e a t e d b e l o w w i t h t h e d e f i n i t i o n s ( 1 7 5 ) 
u s e d . 
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CWC G l a HO2 - 2 CCUMJC G 1 2 a HO MO (177> 
+
 t ^ M ^ c G 2 a M o 2 * c u H H o 2 
"
 2 c u M H o M o + °|3M M o 2 
£<Wc F l a H o 2 ~ 2 C<Wc F 1 2 a H o M o ( 1 7 8 > 
+
 C<Wc F 2 a M o 2 < - C u H H o 2 
~
 2
 ° u M H o M o + °W M o 2 
S i n c e t h e a b o v e i n e q u a l i t i e s h o l d f o r a r b i t r a r y H Q a n d M Q , 
I t I m m e d i a t e l y f o l l o w s t h a t 
[ c „ ] P . < c „ < [ c „ ] Gk, , ( 1 7 9 ) 
L
 u H J c l a u H L u H J c l a ' 
C cuM]C CF12a ~ V ( G 2 a " * 2 a > " F l a > J < 1 8 0 > 
*
 C u M * [ C u M ] c t G i 2 a 
* V ( G 2 a " F 2 a ) ( a i a " F l a } ^ , 
[ c ^ M ] c F 2 a * C ( 3 M * C^M]C G g a • ( l 8 l ) 
T h e q u a n t i t i e s F 1 , F l g , a n d F g a a r e g i v e n b y ( 1 5 6 ) , ( 1 5 7 ) , 
a n d ( 1 5 8 ) ; t h e q u a n t i t i e s , & l g a , a n d G g a a r e g i v e n b y 
( 1 4 1 ) , ( 1 4 2 ) , a n d ( 1 4 3 ) . T h e f u n c t i o n s g i a a n d 
1 = 1 , 2 , 3 , 4 , c a n n o w b e c h o s e n a n d t h e b o u n d s o n t h e 
d i r e c t I n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s d e t e r m i n e d b y t h e e v a l u a t i o n 
5 4 
of F l a ' P. 12a 1 F 2 a ' G. l a ' 12a' a n d G, ' 2 a ' T h e f u n c t i o n s g l a 
a n d f l a » 1 = 2 , 3 , 4 , m u s t b e c h o s e n s u c h t h a t t h e c o n d i ­
t i o n s s p e c i f i e d e a r l i e r a r e s a t i s f i e d . I f t h e b o u n d s t h u s 
o b t a i n e d a r e t o b e r e l a t i v e l y c l o s e , t h e n I t I s n e c e s s a r y 
t h a t t h e v a r i e d s t r e s s e s , ( 1 2 9 ) a n d ( 1 3 0 ) , a n d t h e v a r i e d 
d i s p l a c e m e n t s , ( 1 5 1 ) a n d ( 1 5 2 ) , a p p r o x i m a t e t h e a c t u a l 
s t r e s s e s a n d d i s p l a c e m e n t s . 
c i e n t s , I t I s n e c e s s a r y t o c o n s i d e r t h e t r a n s f o r m e d b a s i c 
I n e q u a l i t i e s 3 a n d 4 , ( 1 6 5 ) a n d ( 1 7 4 ) . T h e s e a r e r e p e a t e d 
b e l o w w i t h t h e n o t a t i o n o f e q u a t i o n s ( 1 7 6 ) b e i n g u s e d . 
T o o b t a i n b o u n d s o n t h e I n v e r s e I n f l u e n c e c o e f f l -
C k u H ^ c F l b U o 2 + 2 C k u l l J e F 1 2 b U o ^o 
* C V c F 2 b Pb* * k u H U o 2 
*
 2 k u M
 U o Po * V A,* 
( 1 8 2 ) 
( 1 8 3 ) 
T h e a b o v e i n e q u a l i t i e s h o l d f o r a r b i t r a r y u Q a n d | i 0 a n d 
h e n c e i m m e d i a t e l y y i e l d t h e f o l l o w i n g b o u n d s o n t h e I n v e r s e 
I n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s . 
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^ u H J c ° l b i k u H ^ k u H J c P l b ( 1 8 4 ) 
V ( F 2 b - G 2 b > < F l b - G l b > J <185> 
-
 k u M 5 [ k u M J c [ F 1 2 b 
+
 V ( F 2 b " G 2 b ) ( F l b ~ V ^ 
f k i a < k < f k ] F ( 1 8 6 ) 
T h e s e b o u n d s c a n b e e v a l u a t e d b y t h e m e t h o d s u g g e s t e d f o r 
e v a l u a t i n g t h e b o u n d s o n t h e d i r e c t i n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s . 
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CHAPTER V 
A NUMERICAL A P P L I C A T I O N 
T h e t e c h n i q u e s p r e v i o u s l y d e s c r i b e d a r e n o w u s e d t o 
o b t a i n u p p e r a n d l o w e r b o u n d s o n t h e d i r e c t i n f l u e n c e c o e f ­
f i c i e n t s cujj a n d c ^ o f a p a r t i c u l a r h e m i s p h e r i c a l s h e l l 
w i t h a p i c a l h o l e . C e r t a i n p h y s i c a l p r o p e r t i e s o f t h e s h e l l 
c o n s i d e r e d a r e s p e c i f i e d t o a l l o w n u m e r i c a l c a l c u l a t i o n s . 
T h u s , t h e h e m i s p h e r i c a l s h e l l i s s p e c i a l i z e d b y t h e c h o i c e 
o f t h e f o l l o w i n g p a r a m e t e r s . 
«,* */3 , 
A = 1 2 , 
U= 1 / 4 . 
I t i s n o t e d t h a t t h e c h o i c e o f g-i f i x e s t h e s i z e o f t h e 
a p i c a l h o l e . T h e q u a n t i t y A , ( 4 ) , i s e s s e n t i a l l y a m e a s u r e 
o f t h e r a t i o o f t h e r a d i u s o f t h e m i d d l e s u r f a c e o f t h e 
s h e l l t o t h e t h i c k n e s s o f t h e s h e l l . T h e q u a n t i t y V i s 
P o l s s o n ' s r a t i o o f t h e m a t e r i a l c o m p r i s i n g t h e s h e l l . 
E v a l u a t i o n o f u p p e r b o u n d s o n c u H a n d c ^ . • — U p p e r b o u n d s 
o n c l l H a n d c ^ o f t h e h e m i s p h e r i c a l s h e l l a r e d e t e r m i n e d b y 
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u s e o f t h e b a s i c i n e q u a l i t y 1 , ( 6 1 ) . 
T t a 2 / ' [ ( N f e 2 + N e 2 - 2 i J N g N e ) / C + ( M g 2 ( 1 8 7 ) 
+ M e 2 - 2 ^ M § M e ) / D ( l - - U 2 ) ] c o s g d & 
> a T r ( C / 3 M M 0 2 - 2 c u M M Q H 0 + c u H H Q 2 ) . 
T h e v a r i e d s t r e s s e s a p p e a r i n g i n ( 1 8 7 ) m u s t s a t i s f y t h e 
e q u i l i b r i u m e q u a t i o n s a n d t h e s t r e s s " b o u n d a r y c o n d i t i o n s 
o f C a s e 1 , C h a p t e r I I I . 
E q u i l i b r i u m e q u a t i o n s 
N R = - H s i n g , ( 1 8 8 ) 
N e - (H C 0 8 & ) 1 
(Mg, c o s g ) 1 + M e s i n g , + aH c o s 2 g = 0 
B o u n d a r y c o n d i t i o n s 
H ( 0 ) = H 0 , fis(0) = M Q ( 1 8 9 ) 
H ( E 5 . ) = M g , ( S . ) = 0 
B e f o r e n u m e r i c a l b o u n d s c a n b e e x t r a c t e d f r o m t h e b a s i c I n ­
e q u a l i t y 1 , ( 1 8 7 ) , i t i s n e c e s s a r y f i r s t t o c h o o s e a f o r m 
f o r e a c h o f t h e v a r i e d s t r e s s e s . T h e v a r i e d s t r e s s e s s o 
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c h o s e n m u s t s a t i s f y t h e a b o v e c o n d i t i o n s , ( 1 8 8 ) a n d ( 1 8 9 ) . 
T h e c h o i c e o f t h e f o r m o f t h e v a r i e d s t r e s s e s i s f a c i l i ­
t a t e d b y t w o o b s e r v a t i o n s : ( 1 ) t h a t a h e m i s p h e r i c a l s h e l l 
g e o m e t r i c a l l y a p p r o x i m a t e s a c i r c u l a r c y l i n d r i c a l s h e l l i n 
t h e v i c i n i t y o f i t s e q u a t o r i a l e d g e a n d ( 2 ) t h a t t h e k n o w n 
c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e t h i n , s e m i - i n f i n i t e c y l i n d r i c a l s h e l l 
I n d i c a t e t h a t f o r c e s a n d m o m e n t s a p p l i e d t o a n e d g e w i l l 
p r o d u c e a p p r e c i a b l e d e f o r m a t i o n s o n l y n e a r t h a t e d g e . 
T h u s I t a p p e a r s r e a s o n a b l e t h a t t h e e x p r e s s i o n f o r t h e 
a n g u l a r d i s p l a c e m e n t ft o f t h e h e m i s p h e r i c a l s h e l l w i l l a s ­
s u m e a f o r m s i m i l a r t o t h e ft o f t h e s e m l - l n f l n l t e c y l i n d r i ­
c a l s h e l l . H e n c e , we a s s u m e t h a t ft w i l l b e o f t h e f o r m 
ft = e h ^ ° {c1 c o s A £ + c 2 s l n A ^ ) ( 1 9 0 ) 
+ e - ^ f e c o s A g + c 4 s l n A | s ) 
a n d t h u s h a s t h e e x p o n e n t i a l c h a r a c t e r o f t h e ft o f t h e 
c y l i n d r i c a l s h e l l . T h e c o n s t a n t s c-^ , c 2 , c 3 , a n d c 4 a r e t o 
b e d e t e r m i n e d a s d e s c r i b e d s h o r t l y . 
T h e b a s i c r e l a t i o n s h i p s a r e c o n s u l t e d f o r a m e a n s 
o f e x p r e s s i n g a n d M e i n t e r m s o f ft . E q u a t i o n s ( 1 0 ) , 
' ( 1 1 ) , ( 1 4 ) , a n d ( 1 5 ) y i e l d 
Ma = " ^ / 3 t a n H ) D / a , 
M e = (vfl* - / 3 t a n & ) D / a . 
( 1 9 1 ) 
( 1 9 2 ) 
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T h e t h i r d e q u i l i b r i u m e q u a t i o n o f ( 1 8 8 ) p r o v i d e s a m e a n s 
o f e x p r e s s i n g H i n t e r m s o f ft : 
U(ft) = ~ { [ % ( / 3 ) c o s g j ' ( 1 9 3 ) 
+ ME(/5) s i n ft } / ( a c o s 2 ft) 
S i n c e a l l t h e e q u i l i b r i u m e q u a t i o n s m u s t b e s a t i s f i e d , t h e 
r e m a i n i n g e q u a t i o n s o f ( 1 8 8 ) a r e u s e d t o d e t e r m i n e a n d N e : 
K%(ft) = - H(/5) s i n g , , ( 1 9 4 ) 
N e ( / 3 ) = [H(/5) c o s a ] 1 . ( 1 9 5 ) 
E q u a t i o n s ( 1 9 1 ) , ( 1 9 2 ) , ( 1 9 4 ) , a n d ( 1 9 5 ) d e f i n e M g , M e . 
N g , a n d N e i n t e r m s o f ft , ( 1 9 0 ) , i n s u c h a w a y t h a t a l l o f 
t h e e q u i l i b r i u m e q u a t i o n s a r e s a t i s f i e d . T h e f o u r c o n s t a n t s 
a p p e a r i n g i n t h e e x p r e s s i o n f o r ft a r e s o d e t e r m i n e d t h a t t h e 
v a r i e d s t r e s s e s s a t i s f y t h e f o u r b o u n d a r y c o n d i t i o n s ( 1 8 9 ) . 
A s e t o f a d m i s s i b l e c o m p a r i s o n f u n c t i o n s i s n o w 
a v a i l a b l e f o r t h e i n t e g r a l f u n c t i o n a l w h i c h c o n s t i t u t e s 
t h e l e f t m e m b e r o f ( 1 8 7 ) . W h e n t h e s e e x p r e s s i o n s a r e s u b ­
s t i t u t e d i n t o ( 1 8 7 ) a n d t h e n e c e s s a r y i n t e g r a t i o n p e r f o r m e d , 
t h e l e f t m e m b e r a s s u m e s t h e f o r m o f a q u a d r a t i c i n H Q a n d 
M 0. T h e r e d u c e d s t a t e o f ( 1 8 7 ) i s s h o w n b e l o w . 
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( a / D A ) ( 1 . 0 0 0 ) M 2 4 A M H ( 1 9 6 ) 
o o 
+ ( a 3 / 2 D A 3 ) ( 1 . 0 1 6 ) H Q 2 
^ M 8 - 2 c
 l f M H + c T J H 2 0M o uM o o uH o 
T h e q u a n t i t y A I n ( 1 9 6 ) r e p r e s e n t s a n u n d e t e r m i n e d c o n s t a n t . 
S i n c e t h e I n e q u a l i t y ( 1 9 6 ) h o l d s f o r a r b i t r a r y H Q a n d M , 
t h e f o l l o w i n g i n e q u a l i t i e s a r e e v i d e n t . 
C(3M * ( a / D A ) ( 1 . 0 0 0 ) ( 1 9 7 ) 
c u H - ( & 3 / 2 D A 3 ) ( 1 . 0 1 6 ) ( 1 9 8 ) 
T h e n o t a t i o n o f ( 1 7 5 ) i s i n t r o d u c e d a n d p r o d u c e s : 
° 0 l l <~ C°(3M3O ( 1 ' 0 0 0 ) ' ( 1 9 9 ) 
° u H * C°UHJC ( 1 - 0 1 6 ) * ( 2 0 0 ) 
T h u s t h e i n f l u e n c e c o e f f i c i e n t c ^ M o f t h e h e m i s p h e r i c a l 
s h e l l w i t h a p i c a l h o l e I s n o l a r g e r t h a n t h e c o r r e s p o n d i n g 
i n f l u e n c e c o e f f i c i e n t o f t h e s e m i - i n f i n i t e c y l i n d r i c a l 
s h e l l , a n d t h e I n f l u e n c e c o e f f i c i e n t c u ^ o f t h e h e m i s p h e r ­
i c a l s h e l l i s n o l a r g e r t h a n 1 . 0 1 6 o f t h e c o r r e s p o n d i n g 
i n f l u e n c e c o e f f i c i e n t o f t h e c y l i n d r i c a l s h e l l . I t i s 
b e l i e v e d t h a t t h e s e b o u n d s a r e c o r r e c t t o t h e n u m b e r o f 
s i g n i f i c a n t f i g u r e s s h o w n . 
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E v a l u a t i o n o f l o w e r b o u n d s o n c u ^ a n d c ^ . — L o w e r b o u n d s o n 
c u H a n d C /3M o f ^ e n e m i s P n e r i c a l s h e l l w i l l b e e v a l u a t e d 
b y u s e o f t h e b a s i c i n e q u a l i t y 2 , ( 9 2 ) : 
- rra 2 Jq ' [ + I 2 + 2 ^ e e ) c / ( l - jj 2 ) ( 2 0 1 ) 
+ D ( K g 2 + K e 2 + 2 U K a K e ) ] c o s & dg, 
- 2 n a [ u ( 0 ) H 0 + y6(0) M 0 ] 
< rra ( c ^ M Q 2 - 2 c u M M 0 H 0 + c u H H 0 2 ) . 
T h e v a r i e d d i s p l a c e m e n t s u a n d ^ m u s t s a t i s f y o n l y t h e c o m ­
p a t i b i l i t y e q u a t i o n s . 
C o m p a t i b i l i t y e q u a t i o n s 
( 6 8 C 0 8 g ) ' + 6 g . 8 l n g = ^ c o s g ( 2 0 2 ) 
K f e + ( K e c o t S ) ( = 0 
T h e v a r i e d s t r a i n s a p p e a r i n g i n ( 2 0 2 ) a r e d e f i n e d b y t h e 
s t r a i n - d i s p l a c e m e n t r e l a t i o n s : 
Cg| = ( - u » + a ^ c o s f e ) / ( a s i n g ) , ( 2 0 3 ) 
6 e - u / ( a c o s E ) , 
Kg, = / 3 / a , 
K e = ( - fi s i n a ) / ( a c o s ft) . 
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F o r r e a s o n s w h i c h a r e s i m i l a r t o t h o s e u s e d i n t h e p r e v i o u s 
s e c t i o n , i t i s a s s u m e d t h a t t h e d i s p l a c e m e n t s o f t h e h e m i ­
s p h e r i c a l s h e l l c a n b e a p p r o x i m a t e d b y t h e k n o w n d i s p l a c e ­
m e n t s o f t h e s e m i - i n f I n i t e c y l i n d r i c a l s h e l l . H e n c e , l e t 
ft a n d u b e c h o s e n a s f o l l o w s . 
= e - A & { [ ( a 2 / 2 D A 2 ) H Q ( 2 0 4 ) 
- ( a / D A ) M 0 ] cobA®, 
+ ( a 2 / 2 D A 2 ) H Q s i n A § } 
u = e ~ A & { [ ( ~ a 3 / 2 D A 3 ) H Q ( 2 0 5 ) 
( a 2 / 2 D A 2 ) M0] c o s A £ 
« ( a 2 / 2 D A 2 ) M 0 s i n A a } 
W i t h e x p r e s s i o n s f o r ^ a n d u a v a i l a b l e , t h e v a r i e d s t r a i n s 
a r e d e t e r m i n e d f r o m r e l a t i o n s ( 2 0 3 ) a n d i t i s a s s u r e d t h a t 
t h e c o m p a t i b i l i t y e q u a t i o n s ( 2 0 2 ) a r e a u t o m a t i c a l l y s a t i s ­
f i e d . 
T h e e x p r e s s i o n s f o r t h e v a r i e d s t r a i n s a r e i n t r o ­
d u c e d i n t o t h e i n e q u a l i t y ( 2 0 1 ) a n d t h e n e c e s s a r y i n t e g r a ­
t i o n i s p e r f o r m e d . T h e r e d u c e d s t a t e o f ( 2 0 1 ) i s s h o w n 
b e l o w . 
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( a / D A ) ( 0 . 9 8 3 ) M Q 2 + B M Q H Q ( 2 0 6 ) 
+ ( a 3 / 2 D A 3 ) ( 0 . 9 5 0 ) H Q 2 
* C/SM M 0 2 - 2 M Q H 0 + H Q 2 
T h e q u a n t i t y B i n ( 2 0 6 ) r e p r e s e n t s a n u n d e t e r m i n e d c o n s t a n t . 
S i n c e t h e i n e q u a l i t y ( 2 0 6 ) h o l d s f o r a r b i t r a r y H Q a n d M Q , 
t h e f o l l o w i n g i n e q u a l i t i e s a r e e v i d e n t . 
( a / D A ) ( 0 . 9 8 3 ) < c ^ ( 2 0 7 ) 
( a 3 / 2 D A 3 ) ( 0 . 9 5 0 ) < c u H ( 2 0 8 ) 
T h e n o t a t i o n o f ( 1 7 5 ) i s I n t r o d u c e d i n t o ( 2 0 7 ) a n d ( 2 0 8 ) 
a n d t h e r e r e s u l t s : 
( 0 . 9 8 3 ) [ C / 5 M ] C < c f i U , ( 2 0 9 ) 
( 0 . 9 5 0 ) [ c u H ] c < c u H . ( 2 1 0 ) 
I t I s b e l i e v e d t h a t t h e s e b o u n d s a r e c o r r e c t t o t h e n u m b e r 
o f s i g n i f i c a n t f i g u r e s s h o w n . 
U p p e r a n d l o w e r b o u n d s o n c ^ a n d c ^ . — T h e i n e q u a l i t i e s 
( 1 9 9 ) , ( 2 0 0 ) , ( 2 0 9 ) , a n d ( 2 1 0 ) p r o v i d e u p p e r a n d l o w e r 
b o u n d s o n t h e d i r e c t I n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s c ^ a n d c ^ . 
( 0 . 9 8 3 ) [ c / 3 M ] c < C g M < ( 1 . 0 0 0 ) [ C / 3 M ] C ( 2 1 1 ) 
( 0 . 9 5 0 ) [ c u H ] c ^ c u R * ( 1 . 0 1 6 ) [ c u H ] 0 ( 2 1 2 ) 
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CHAPTER V I 
R E S U L T S AND CONCLUSIONS 
I n C h a p t e r I I I a n d C h a p t e r I V a t e c h n i q u e w a s p r e ­
s e n t e d f o r o b t a i n i n g u p p e r a n d l o w e r b o u n d s o n t h e I n f l u e n c e 
c o e f f i c i e n t s o f t h e h e m i s p h e r i c a l s h e l l o f c o n s t a n t t h i c k ­
n e s s w i t h a p i c a l h o l e . B o u n d s o f t h e f o l l o w i n g f o r m w e r e 
d e d u c e d f o r e a c h o f t h e I n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s . 
[ ° u H ] c F l a * c u H * [cuhJ c G l a < 2 1 3 > 
T h e e v a l u a t i o n o f t h e b o u n d s o n t h e p a r t i c u l a r I n f l u e n c e 
c o e f f i c i e n t cujj I n v o l v e s t h e c o m p u t a t i o n o f t h e q u a n t i t i e s 
F l a a n d G l a d e f i n e d b y t h e r e l a t i o n s ( 1 5 6 ) a n d ( 1 4 1 ) . 
T h e s e q u a n t i t i e s a r e d e f i n e d i n t e r m s o f e i g h t d i m e n s l o n l e s s 
f u n c t i o n s , g l a ( g ) a n d f l a 0 g ) , i = 1 , 2 , 3 , 4 , t h a t a r e 
a r b i t r a r y e x c e p t f o r c e r t a i n s t a t e d r e s t r i c t i o n s . T h u s , t h e 
n u m e r i c a l e v a l u a t i o n o f t h e b o u n d s o n c u H h a s b e e n r e d u c e d 
t o a p u r e l y m a t h e m a t i c a l p r o b l e m . F o r I n s t a n c e , i t i s p o s ­
s i b l e t h a t e a c h o f t h e f u n c t i o n s g i a a n d f i a b e c h o s e n a s a 
p o l y n o m i a l i n E w i t h t h e c o e f f i c i e n t s i n i t i a l l y u n d e t e r ­
m i n e d . T h e f u n c t i o n s g j _ a a n d f i a t h u s c h o s e n c o u l d b e m a d e 
t o s a t i s f y t h e n e c e s s a r y r e s t r i c t i o n s b y p r o p e r d e t e r m i n a -
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t l o n o f c e r t a i n o f t h e i r c o e f f i c i e n t s . T h e q u a n t i t i e s F l a 
a n d G i a c o u l d t h e n b e r e d u c e d t o f u n c t i o n s o f t h e s t i l l 
u n d e t e r m i n e d c o e f f i c i e n t s o f t h e p o l y n o m i a l r e p r e s e n t a t i o n 
o f f i a a n d g i a « T h e m e t h o d s o f t h e c a l c u l u s w o u l d e x t r e m l z e 
s u c h f u n c t i o n s a n d n u m e r i c a l b o u n d s o n cujj w o u l d r e s u l t . 
I f c o m p l e t e l y s i m i l a r t e c h n i q u e s w e r e a p p l i e d t o I n e q u a l i ­
t i e s ( 1 8 0 ) , ( 1 8 1 ) , ( 1 8 4 ) , ( 1 8 5 ) a n d ( 1 8 6 ) , b o u n d s o n t h e 
o t h e r I n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s w o u l d b e d e t e r m i n e d . 
A l t h o u g h t h e a b o v e t e c h n i q u e f o r e v a l u a t i n g t h e 
b o u n d s o n t h e i n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s i s m a t h e m a t i c a l l y 
s o u n d , t h e g r e a t a m o u n t o f l a b o r I n v o l v e d I n o b t a i n i n g g o o d 
b o u n d s m a k e s t h e m e t h o d i m p r a c t i c a l . H e n c e , a s l i g h t l y 
d i f f e r e n t a p p r o a c h w a s u s e d i n C h a p t e r V a n d n u m e r i c a l 
b o u n d s w e r e o b t a i n e d o n a n d c ^ f o r a p a r t i c u l a r h e m i ­
s p h e r i c a l s h e l l w i t h a p i c a l h o l e . T h e s e b o u n d s a r e g i v e n b y 
t h e e x p r e s s i o n s ( 2 1 1 ) a n d ( 2 1 2 ) , a n d t h e y i n d i c a t e t h a t 
a n d c ^ f o r t h e p a r t i c u l a r h e m i s p h e r i c a l s h e l l c o n s i d e r e d 
d i f f e r b y n o m o r e t h a n f i v e p e r c e n t f r o m t h e v a l u e s o f t h e 
c o r r e s p o n d i n g I n f l u e n c e c o e f f i c i e n t s o f t h e s i m i l a r s e m i -
i n f i n i t e c y l i n d r i c a l s h e l l . 
T h u s t h e I n v e s t i g a t i o n u n d e r t a k e n l e n d s s u p p o r t t o 
t h e p h y s i c a l l y r e a s o n a b l e c o n j e c t u r e t h a t t h e k n o w n i n f l u ­
e n c e c o e f f i c i e n t s o f t h e s e m l - l n f l n l t e c y l i n d r i c a l s h e l l 
o f f e r a g o o d a p p r o x i m a t i o n o f t h e c o r r e s p o n d i n g I n f l u e n c e 
c o e f f i c i e n t s o f t h e h e m i s p h e r i c a l s h e l l o f c o n s t a n t t h i c k ­
n e s s w i t h a p i c a l h o l e . T h e a p p r o x i m a t i o n a p p e a r s t o b e 
s u f f i c i e n t l y g o o d f o r m a n y a p p l i c a t i o n s . 
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